Egzamin licencjacki — 9 wrzes$nia 2011

Z zestawu szeSciu zadan (Matematyka I, Matematyka II, Programowanie, Matematyka
dyskretna, Algorytmy i struktury danych i Metody numeryczne) ponizej nalezy wybraé i
przedstawi¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zadan. Za brakujace (do trzech) zada-
nia zostanie wystawiona ocena nieostateczna z urzedu. Egzamin uwaza sie za zaliczony, jesli
student rozwiaze z oceng dostateczng co najmniej 2 zadania. Wtedy ocena z egzaminu jest
Srednig arytmetyczng ocen z trzech wybranych zadan. Na rozwiazanie zadan przeznacza sie
czas 3x40=120 minut. Po wyjsciu z sali egzaminacyjnej w czasie egzaminu nie ma mozliwosci
powrotu do tej sali i kontynuowania pisania egzaminu.

Matematyka I — Logika dla informatykow

Rozwazmy gramatyke bezkontekstowa G z jednym symbolem nieterminalnym S, zbiorem
symboli terminalnych {(,)}, symbolem startowym S i produkcjami
S = (8BS | e

Moéwimy, ze stowo w nad alfabetem {(,)} jest ciggiem poprawnie rozstawionych nawiaséw

jesli balance(w) = 0 oraz balance(u) > 0 dla kazdego prefiksu u stowa w, gdzie funkcja
balance jest zdefiniowana indukcyjnie w nastepujacy sposob:
balance(e) = 0,
balance(z() = balance(z) + 1,
balance(z)) = balance(z) — 1.

Dla przykladu ((O) ) ()) jest ciggiem poprawnie rozstawionych nawiaséw, zas (())) (Q)
nim nie jest.

Udowodnij indukcyjnie, ze kazdy ciagg poprawnie rozstawionych nawiaséow jest generowany
przez gramatyke G.

Matematyka II — Algebra

1. (4p. + 4p.) Z pomoca algorytmu Euklidesa:
a) Zmalezé najwiekszy wspolny dzielnik dla 13 i 8.

b) Znalezé odwrotnosé 8 w Zj,
2. (4p. 4+ 4p.) Rozwazamy uklad réwnan postaci Az = 0, gdzie A € R™*".

a) Wykazaé, ze zbior rozwiazan tego ukladu jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni

R™.
b) Podaé przyktad bazy podprzestrzeni rozwiazan, jesli
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Programowanie

Za zadanie mozna otrzymaé¢ 20 punktéw. Aby otrzymaé ocene dostateczna, nalezy zdobyé 7
punktéw, prég dla dst+ to 9p., dla db — 11p., dla db+ 13p., dla bdb — 15p.

Czeé¢ 1. Gramatyka G z symbolem startowym S nad alfabetem {a, b} dana jest za pomoca
nastepujacego zbioru produkcji:

{A—a, A— Aa, B—b, B—bB,S—SS, S— ASB, S— BSA, S— AS, S — ¢}

Gramatyka G2 z symbolem startowym S nad alfabetem {a,b} dana jest za pomoca nastepu-
jacego zbioru produkc;ji:

{§—aSa, S—bSb, S—b, S—a, S—e}
Dla gramatyki G przez L(G) rozumieé¢ bedziemy jezyk generowany przez G.

a) Czy abbbaab nalezy do L(G1)? Odpowiedz uzasadnij. (1p.)
b) Wskaz najkrétsze stowo, ktére zawiera litery a oraz b i nie nalezy do L(G1). (1p.)

c) Co to znaczy, ze gramatyka jest jednoznaczna. Czy gramatyka G jest jednoznaczna (od-
powiedZ uzasadnij)? (2p.)

d) Czy L(G1) jest jezykiem regularnym? Odpowiedz uzasadnij. (3p.)

e) Niech A; = L(G1) N L(Gs). Opisz, jakie stowa naleza do A1, odpowiedz uzasadnij!. (3p.)

Czes¢ 2. Zadanie to ma dwa warianty, z ktorych musisz wybrac¢ jeden. Jezeli w odpowiedzi
znajda sie oba, to bedzie sprawdzany tylko pierwszy.
Wariant funkcjonalny

Mozesz uzywaé Haskella albo OCamla. W specyfikacji zadania uzywamy typoéw Haskellowych.

a) Napisz funkcje sort :: [Int] -> [Int], ktéra sortuje rosnaco liste liczb catkowitych.
Mozesz definiowaé funkcje pomocnicze, postaraj sie by kod byl mozliwie jak najbardziej
czytelny (oczywiscie nie mozesz korzystaé z bibliotecznej funkeji sortujacej). (5p.)

b) Napisz funkcje liczaca dtugosé listy, w ktorej uzywamy ogonowej rekurencji. Podaj jej typ.
(3p.)

c) Napisz funkcje setSize :: [Int] -> Int, ktéra zwraca liczbe réznych elementéw na
liscie bedacej argumentem. Skoncentruj sie na zwieztosci kodu. (2p.)

W opisie nie powinienes odwolywaé sie do nazw G oraz Gz, odpowiedz: ,stowa ktére naleza jednoczeénie
do obu gramatyk” nie bedzie uznana



Wariant logiczny

W tym wariancie powinienes uzywac¢ Prologa.

a) Napisz predykat sort(L1,L2), ktéry unifikuje L2 z posortowana rosnaco lista liczb catko-
witych L1. Mozesz definiowaé¢ predykaty pomocnicze, postaraj sie by kod byl mozliwie jak
najbardziej czytelny (oczywiscie nie mozesz korzystaé z bibliotecznego predykatu sortuja-

cego). (5p.)

b) Napisz predykat liczaca dlugosé listy, w ktérym uzywamy ogonowej rekurencji. Opisz zna-
czenie argumentéw i sposéb uzycia tego predykatu. (3p.)

c) Napisz predykat setSize(L,N), ktéry unifikuje N z liczba réznych elementéw na liscie L.
Skoncentruj si¢ na zwiezltosci kodu. (2p.)

Matematyka dyskretna

W wyborach wystawiono jedna urne. Kandydaci A i B otrzymali po n gloséw. Kazda kolejnosé
wrzucenia glosow do urny jest tak samo prawdopodobna. Oblicz prawdopodobienstwo, ze w
kazdym momencie wyboréw w urnie bylo co najmniej tyle samo gtoséw na kandydata A co
na kandydata B. Mozesz wykorzysta¢ powszechnie znane wzory i twierdzenia bez dowodzenia
ich.

Algorytmy i struktury danych

Za rozwiazanie wszystkich trzech zadan z tej czesci mozna otrzymacé do 9 punktéw. Skala ocen:
ponizej 3 punktéw — ocena niedostateczna (egzamin niezdany), 3p. daja ocene dostateczna,
4p. — dostateczna z plusem, 5p. — dobra, 6p. — dobra z plusem, 7p. — oceng¢ bardzo dobra.

Zadanie 1: sortowanie punktéw w kole (3.0p.)

Danych jest n punktéw {p1, p2,...,pn} lezacych w kole jednostkowym, co oznacza, ze dla
kazdego punktu p; = (z;,%;) jest spelmiony warunek 0 < 2? +¢? < 1 dlai = 1,2,...,n.
Zakladamy, ze punkty w tym kole sa rozmieszczone jednostajnie, czyli prawdopodobienstwo
zdarzenia, ze punkt znajduje sie w dowolnym ustalonym obszarze wewnatrz kota jednostko-
wego jest proporcjonalne do pola tego obszaru.

Zaprojektuj algorytm dzialajacy Srednio w czasie liniowym O(n), sortujacy n punktow
wedtug ich odleglosci d; = ,/w? + yf od poczatku uktadu wspédtrzednych.

e Opisz doktadnie twéj algorytm (albo zapisz go w pseudokodzie wraz z komentarzami).
e Napisz co to znaczy, ze algorytm dziala w miejscu. Czy twdj algorytm dziata w miejscu?

e Oszacuj oczekiwany czas dzialania algorytmu.

Zadanie 2: problem plecakowy (2.4p.)
Opisz ciggly problem plecakowy:

a) Opisz dokladnie na czym polega ciggly problem plecakowy (co jest dane i jakich oczeku-
jemy wynikéw). Jaka technika rozwiazuje sie to zadanie? Napisz w pseudokodzie algorytm
rozwiazujacy to zadanie.



b) Udowodnij (niewprost) poprawno$¢ przedstawionego algorytmu.

c¢) Na czym polega réznica miedzy ciaglym a dyskretnym problemem plecakowym? Czy przed-
stawiony algorytm dla wersji ciagtej bedzie dzialal réwniez dla wersji dyskretnej problemu
plecakowego? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 3: zbiér dynamiczny z mediang (3.6p.)
Zaprojektuj strukture danych, ktéra umozliwi efektywne wykonywanie nastepujacych ope-
racji na zbiorze dynamicznym:

a) insert(r) — wstawienie elementu x do zbioru,
b) find—median() — wskazanie mediany zbioru,
c) extract—median() — usuniecie mediany ze zbioru.

Wskazanie mediany powinno dziala¢ w stalym czasie; pozostale operacje w czasie logaryt-
micznym wzgledem aktualnej liczby elementéw w zbiorze.

Do rozwiazania tego zadania wykorzystaj jakas znang strukture danych, ktora efektywnie
realizuje operacje kolejki priorytetowej. Krétko ale precyzyjnie opisz dzialanie wymienionych
procedur.

Metody numeryczne

1. Niech dane beda parami rézne liczby rzeczywiste xg, x1,...,x, oraz odpowiadajace im
wartosci yo, y1,.-.,yn € R. Niech L, € II,, oznacza wielomian interpolacyjny dla tych
danych, tzn.

Ln(.%'z) = Y; (i:O,l,...,n).

Zaproponuj algorytm wyznaczania wartosci

L, (z0), Ln(z1)y..., Ln(zm),

gdzie zg, 21, . .., zm (m € N; m moze byé¢ duze) sa dane. Jaka jest jego ztozono$é?



