Egzamin licencjacki — 2 lipca 2010

Z zestawu szeSciu zadan (Matematyka I, Matematyka II, Programowanie, Matematyka
dyskretna, Algorytmy i struktury danych i Metody numeryczne) ponizej nalezy wybraé i
przedstawi¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zadan. Za brakujace (do trzech) zada-
nia zostanie wystawiona ocena nieostateczna z urzedu. Egzamin uwaza sie za zaliczony, jesli
student rozwiaze z oceng dostateczng co najmniej 2 zadania. Wtedy ocena z egzaminu jest
Srednig arytmetyczng ocen z trzech wybranych zadan. Na rozwiazanie zadan przeznacza sie
czas 3x40=120 minut. Po wyjéciu z sali egzaminacyjnej w czasie egzaminu nie ma mozliwosci
powrotu do tej sali i kontynuowania pisania egzaminu.

Matematyka I — Logika dla informatykéw

W algebrze relacji stosowanej w teorii relacyjnych baz danych uzywa sie m.in. operatorow
sumy U, réznicy —, iloczynu kartezjanskiego x, selekcji o, i rzutu 7. Semantyka tych operacji
jest taka, ze wyrazenia E1UFs, Fh—Fy i F1 X Fs oznaczaja odpowiednio sume, réznice i iloczyn
kartezjanski zbioréw (oznaczanych przez) E i Eo; 0, (F) oznacza zbiér tych elementéw zbioru
E, ktére spelniaja formule ¢; natomiast o (E) dla E C Ay X ... x A, ia C {A,..., A}
oznacza zbiér krotek ze zbioru E obcietych do atrybutéw ze zbioru a (np. jesli E C Ax Bx C
oznacza zbiér {(a1, b1, c1), (az, b2, c2)} to w4 0y (F) oznacza zbiér {(a1, c1), (az,c2)}).

Udowodnij, ze suma jest operatorem niezaleznym od pozostalych wyzej wymienionych
operatorow, tzn. nie istnieje takie wyrazenie F zbudowane z liter R i S oraz operatoréw
—, X, 04, Tq, ktére oznacza ten sam zbiér co RU S.

Wskazéwka: Niech R oznacza {a} i S oznacza {b}. Udowodnij przez indukcje, ze kazde
wyrazenie zbudowane z liter R i S oraz operatoréw —, X, 0, T, oznacza zbiér co najwyzej
jednoelementowy.

Matematyka 11

1. Znalez¢ najwiekszy wspoélny dzielnik liczb 462 i 910.

2. Rozwazamy grupe ® (12) liczb wzglednie pierwszych z 12, wraz z mnozeniem modulo
12.

(a) Sprawdzié, czy jest to grupa cykliczna.

(b) Wyznaczy¢ rzedy elementéw tej grupy.

3. Zaproponowaé algorytm obliczania wartosci wyznacznika
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Programowanie

Za zadanie mozna otrzymaé¢ 20 punktéw. Aby otrzymaé ocene dostateczna, nalezy zdobyé 7
punktéw, prég dla dst+ to 9p, dla db — 11p, dla db+ 13p, dla bdb — 15p.

Czesé¢ 1. Gramatyka G z symbolem startowym S nad alfabetem {a, b, ¢} dana jest za pomoca
nastepujacego zbioru produkcji:

{S—aSec, S— R, R— bRc, R— ¢}

a) Czy gramatyka G jest jednoznaczna (odpowiedz uzasadnij)? (2)

b) Niech A; = L(G1) N L((a*c*)). Opisz, jakie stowa naleza do A;. Czy A; jest regularny?

(3)
c) Przedstaw gramatyke bezkontekstowa, ktora generuje jezyk A;. (2)

d) Przedstaw jednoznaczna i niejednoznaczna gramatyke bezkontekstowa, ktéra generuje je-
zyk A; (oczywiscie jedna z nich moze byé gramatyka z poprzedniego podpunktu). Uza-
sadnij niejednoznacznosé odpowiedniej gramatyki (3).

Czesé 2. Zalézmy, ze mamy dana liste réznych liczb naturalnych [v,...,v,] oraz liczbe
catkowita K. Ciag r6znych elementéw [eq, ..., e,,] nazwiemy K-ciekawym, jezeli:

1. jest on podlista listy [v1,. .., v,]
2. e101ey...0p_1 €, = K, gdzie o; jest znakiem + albo znakiem — (plus lub minus).

Przyktadowo, dla listy [1,2,3,4,5] ciag [1,2,4,5] jest O-ciekawy, bo 1 —2—4+45 = 0.
Twoim zadaniem bedzie napisanie programu, ktéry dla danej listy i liczby K podaje, jak wiele
istnieje K-ciekawych ciggdéw. Zadanie to ma dwa warianty, z ktérych musisz wybraé jeden.
Jezeli w odpowiedzi znajda sie oba, to bedzie sprawdzany tylko pierwszy.

Wariant funkcjonalny

Mozesz uzywaé Haskella albo SML-a. W specyfikacji zadania uzywamy typéw Haskellowych.

a) Napisz funkcje allMult :: Int -> [[Int]], ktéra dla liczby catkowitej K zwraca liste
wszystkich list o dtugosci K zawierajace jedynie wartosci 1 oraz —1. (3)

b) Napisz funkcje dotProduct :: [int] -> [Int] -> Int, ktéry dla dwéch list liczb catko-
witych o tej samej dtugosci zwraca ich iloczyn skalarny, przyktadowo dotProduct [2,3] [4,5]
powinien zwrécié wartosé 2«4 + 3 x 5, czyli 23 (2)

c) Napisz funkcje good :: [Int] -> Int -> Bool, ktéra dla listy L i wartosci K sprawdza,
czy miedzy elementy listy L da sie postawié¢ znaki + i — w ten sposob, zeby powstale w
ten sposéb wyrazenie miato wartosé K. (3)

d) Jak wykorzystaé¢ funkcje good do rozwiazania postawionego na poczatku zadania proble-
mu? Jaka jeszcze funkcja pomocnicza bedzie Ci potrzebna? W tym podpunkcie nie musisz
nic implementowaé, wystarczy krotka odpowiedz. (2)



Wariant logiczny

W tym wariancie powinienes uzywac¢ Prologa.

a) Napisz predykat allMult (L,N), prawdziwy wéwczas gdy L jest lista o N elementach, réw-
nych 1 lub -1. Predykat powinien moéc dziataé¢ jako generator list o ustalonej dlugosci

(3)

b) Napisz predykat dotProduct (A,B,Prod) prawdziwy, gdy liczba Prod jest iloczynem ska-
larnym list A i B liczb catkowitych o tej samej diugosci, przykladowo zachodzi fakt:
dotProduct ([2,3],[4,5],23). (2)

c) Napisz predykat good(L,K), prawdziwy, gdy dla listy L i wartosci K, da si¢ miedzy ele-
menty listy L postawi¢ znaki + i — w ten sposéb, zeby powstale w ten sposéb wyrazenie
mialo wartosé K. (3)

d) Jak wykorzysta¢ predykat good do rozwiazania postawionego na poczatku zadania proble-
mu? Jaki predykat pomocniczy bedzie Ci potrzebny? Z jakiego predykatu standardowego
wygodnie skorzysta¢. W tym podpunkcie nie musisz nic implementowaé, wystarczy krétka
odpowiedz. (2)

Matematyka dyskretna

Niech §(G) i A(G) oznaczaja odpowiednio najmniejszy i najwiekszy stopien wierzchotka w
grafie G. Niech n(G) oznacza liczbe wierzchotkéw grafu G. Pokaz, ze jesli G jest dwudzielny,
to

3(G) + A(G) < n(G).

Algorytmy i struktury danych

Za poprawne rozwigzanie obu zadan z tej czesci mozna otrzymaé 9 punktéw. 3 punkty daja
ocene dostateczna, 4 — dostateczna z plusem, 5 — dobra, 6 — dobra z plusem, 7 — oceng¢
bardzo dobra.

Zadanie 1: stabilny podzial (4 punkty)

W sortowaniu szybkim quick-sort korzysta sie z procedury partition, ktéra dzieli dane
wzgledem piwota p (element dzielacy) na dwie czesci: w pierwszej maja sie znalezé elementy <
p a w drugiej elementy > p. Napisz wlasna wersje procedury podziatu partition (A[0...n—1], p),
ktéra bedzie stabilna, i ktora na danych umieszczonych w n—elementowej tablicy dokona
tréjpodziatu, czyli podzieli dane na trzy czesci: w pierwszej znajda si¢ elementy < p, w drugiej
= p a w trzeciej > p.

e (2.0 pkt.) Napisz w pseudokodzie te procedure albo dokladnie ja opisz. Krétko uzasadnij,
ze dziata ona poprawnie.

e (1.0 pkt.) Oszacuj zlozono$é czasowa i pamieciowa tej procedury.

e (1.0 pkt.) Napisz co to znaczy, ze algorytm jest stabilny. Uzasadnij, ze twoja procedura
dziata stabilnie.



Zadanie 2: spéjne skladowe w grafie (5 punktow)

Opisz drzewiastg strukture danych dla zbioréw roztacznych i zastosuj ja do wyznaczenia
spéjnych skladowych w zadanym grafie prostym G(V, E), gdzie V = {0,1,...,n—1} to zbiér
wierzchotkéow a B C {{i,j} : i,j € V A i # j} to zbiér krawedzi.

e (2.5 pkt.) Opisz budowe drzewiastej struktury danych dla zbioréw rozlacznych. Jak te
strukture sie inicjalizuje i jak dzialaja operacje union i find na tej strukturze? Na czym
polega laczenie wedlug rozmiaru/rangi? Na czym polega kompresja $ciezki podczas
wyszukiwania? Jaka jest zlozonos$¢ czasowa wykonania pojedynczych operacji union
i find? Jaki jest koszt wykonania ciagu operacji union/find na zbiorach rozlacznych z
laczeniem wedlug rozmiaréw/rang i kompresja Sciezek?

e (2.5 pkt.) Opisz algorytm wyznaczenia sp6jnych sktadowych w grafie G wykorzystujacy
drzewiasta postaé zbioréw roztacznych z taczeniem wedlug rozmiaréw /rang i kompresja
Sciezek. Uzasadnij poprawnos¢ swojej metody i przeanalizuj jej ztozonosé obliczeniows.

Metody numeryczne

1. Za pomoca urzadzenia pomiarowego wyznaczono wartosci yo, y1, - - - , Y PeWnNej niezna-
nej funkeji f w parami r6znych punktach xg, 1, ..., x, (n jest duze). Z utozenia punktéw
(x4,y;) na plaszczyznie wyraznie widaé, ze gdyby nie drobne bledy pomiaru, szukana
funkcja przypominataby pewien wielomian niewysokiego (ale nieznanego) stopnia. Za-
proponuj dobry sposdb wyznaczenia tego wielomianu. Dokladniej, nalezy:

(a) nazwaé i krétko sformutowaé teoretyczne zagadnienie, ktére pasuje do rozpatrywa-
nego problemu (nie béj sie uzywaé wzoréw),

(b) podaé (jesli istnieje) wzdr na rozwiazanie tego zagadnienia,

(c) krotko opisa¢ (np. za pomoca krokéw) idee algorytmu, ktéry rozwiaze opisany w

zadaniu problem.

2. Uktad scalony EL2010 potrafi jedynie dodawa¢, odejmowaé i mnozy¢ liczby rzeczywiste
(uktad nie ma oddzielnej arytmetyki liczb catkowitych). Czy uzywajac tego uktadu da
sie sprawnie i doktadnie obliczaé¢ (przyblizaé¢) wartosci

1
va’
gdzie a € R7? Jedli uwazasz, ze nie, to uzasadnij swoja odpowiedz. Jesli uwazasz, ze
tak, to wyprowadz potrzebne wzory i zapisz swéj algorytm w pseudokodzie.



