Egzamin licencjacki/inzynierski — 11 lutego 2015

Z szesciu ponizszych zestawéw zadan (Matematyka I, Matematyka II, Programowanie,
Matematyka dyskretna, Algorytmy i struktury danych i Metody numeryczne) nalezy wybraé
i przedstawi¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zestawéw. Za brakujace (do trzech)
zestawy zostanie wystawiona ocena niedostateczna z urzedu. Egzamin uwaza sie za zaliczony,
jesli student rozwigze z oceng dostateczng co najmniej 2 zestawy. Wtedy ocena z egzaminu
jest Srednia arytmetyczna ocen z trzech wybranych zestawéw. Na rozwiazanie przeznacza sie
czas 3x40=120 minut. Po wyjsciu z sali egzaminacyjnej w czasie egzaminu nie ma mozliwosci
powrotu do tej sali i kontynuowania pisania egzaminu.

Matematyka I — Logika dla informatykéw
Ile jest funkcji f : N — N spelniajacych nastepujace warunki?

[y =2 (1)
fG+37) = fli)+ f(j)—1 dla wszystkich é,j € N (2)

Udowodnij poprawnosdé¢ swojej odpowiedzi.

Matematyka II — Algebra

Za zadania mozna otrzymaé 13 punktéw. Aby otrzymaé ocene dostateczna, nalezy zdoby¢ 3
punkty, prég dla dst+ to 5p, dla db — 7p, dla db+ 9p, dla bdb — 11p.

Zadanie 1. (6 punktow)

Podaé zwarta postaé wartoéci wyznacznika
4 1
2 4 1

2 4 1

A~ =

Zadanie 2. (3 punkty)
Obliczy¢ multiplikatywna odwrotnosé liczby 23 modulo 71, tzn. znalezé x taki, ze 23 x =7 1.

Zadanie 3. (4 punkty)

Sprawdzié¢ czy wektory wy = [1,1,1,0]7, wy = [1,1,0,1]7, w3 = [1,0,1,1]7, wy = [0,2,1,0]7
sa liniowo niezalezne

a. nad cialem R,

b. nad cialem Zjs.

Programowanie

Za zadanie mozna otrzymaé¢ 20 punktéw. Aby otrzymac ocene dostateczna, nalezy zdoby¢ 7
punktéw, prég dla dst+ to 9p, dla db — 11p, dla db+ 13p, dla bdb — 15p.



Czes¢ 1. Gramatyka G z symbolem startowym S nad alfabetem {a, b} dana jest za pomoca
nastepujacego zbioru produkcji:

{Sl — aSla, Sl — bSlb, S — g, S — SlS}

Gramatyka G z symbolem startowym S nad alfabetem {a,b} dana jest za pomoca nastepu-
jacego zbioru produkcji:

{§ - aSa, S—bSb, S—¢, S—a, S—0, }

Dla gramatyki G przez L(G) rozumie¢ bedziemy jezyk generowany przez G. Dla wyrazenia
regularnego r przez L£(r) rozumiemy jezyk opisany przez wyrazenie r.

a) Czy abbabb nalezy do L(G1)? Odpowiedz uzasadnij. (1)
b) Czy gramatyka G jest jednoznaczna? Odpowiedz krétko uzasadnij. (2)

c) Przedstaw wyrazenie regularne lub gramatyke bezkontekstowa generujaca zbiér
Ay = L((a*b*a™) N L(Gy)

(2)

d) Przedstaw wyrazenie regularne lub gramatyke bezkontekstowa generujaca zbiér

As = L((a + b)(ab + ba + aa + bb)x) N L(G2)

(2)

e) Napisz w jezyku imperatywnym funkcje, ktéra bierze jako wejécie napis i zwraca wartosé
logiczna, réwna True wtedy i tylko wtedy, gdy ten napis nalezy do zbioru As. Mozesz
uzywaé jezyka wybranego z nastepujacej listy: C, C++, Java, C#, Python, Ruby, PHP,
AWK, Pascal. (3)

Cze$é¢ 2. (5p) Napisz w Haskellu funkcje £1, ktéra bierze liste liczb i usuwa z poczatku
tej listy powtarzajace sie elementy, tak zeby £1([1,1,1,2,3] == [1,2,3]). Wykorzystaj te
funkcje przy tworzeniu funkcji £2, ktéra usuwa powtarzajace sie elementy z poczatku i konca
listy, tak zeby £1([1,1,1,2,3,3,3] == [1,2,3]). Mozesz zdefiniowac jedna funkcje pomoc-
nicza, nie powinienes korzysta¢ z zadnej funkcji przez Ciebie niezdefiniowanej. Efektywnosé
nie jest kluczowa, ale ztozonos¢ czasowa algorytmu nie powinna by¢ wieksza niz liniowa.

Czesé 3. (5p) Rozwazmy nastepujacy program w Prologu:

sel(X, [X|Ys],¥s).
sel(X,[YI|Xs],[Y|Ys]) :- sel(X,Xs,Ys).

pCL.

p(Xs) :-
sel(X, Xs, Rest),
sel(X, Rest, Rest2),
p(Rest2).



a) Zaproponuj nazwe dla predykatu p, ktéra opisuje, co ten predykat robi (przy zalozeniu,
ze jest uruchamiany na listach nie zawierajacych zmiennych). Jezeli nazwa nie w pelni
wyjasnia, co ten predykat robi, wyjasnij to krétko.

b) Rozwazmy prosta modyfikacje powyzszego kodu: zamiast drugiego wystapienia zmiennej
X damy inna zmienna X1. Wowczas predykat bedzie robit co innego, co da sie przedstawié
za pomocg duzo prostszego kodu. Opisz, co sprawdza ten zmodyfikowany predykat i za-
proponuj prostsza definicje (réwnowazna, przy zalozeniu, ze interesuje nas jedynie wynik
na listach stalych, i nie przejmujemy sie liczba nawrotéw, generowana przez predykat).
Nie powiniene$ korzysta¢ z zadnych predykatéw standardowych.

Matematyka dyskretna

Wyznacz zwarty wzor na a,, gdzie

n

an =Y (k+1)3"

k=1

Algorytmy i struktury danych

Za rozwigzanie obydwu zadan z tej cze$ci mozna otrzymaé¢ w sumie do 9 punktéw. Skala ocen:
ponizej 3 punktéw — ocena niedostateczna (egzamin niezdany), 3 punkty daja ocene dosta-
teczna, 4 — dostatecznag z plusem, 5 — dobra, 6 — dobra z plusem, 7 albo wigcej punktow
daje ocene bardzo dobrg.

Zadanie 1: najdtuzszy wspélny zwarty podciag (5 punktow)

Dane sa dwa ciagi: n—elementowy ciag A = (ag,aq,...,a,—1) oraz m—elementowy ciag
B = (bg,b1,...,bym—1). Podaj efektywny algorytm, ktéry obliczy diugo$¢ najdtuzszego wspdl-
nego podciagu zwartego dla zadanych ciagéw, czyli wyznaczy najwieksza mozliwa wartosé
k taka, ze istenieja identyczne fragmenty obu ciagdéw o tej dlugosci (a;, aiy1,...,ai45-1) =
(bj, bj41, .-, bjyk—1) dla pewnych 0 <i<n—Fkoraz0<j<m—k.

e Opisz idee algorytm, ktéry rozwiazuje ten problem.
o Kroétko uzasadnij poprawnosé jego dziatania.

e Zapisz ten algorytm w pseudokodzie.

e Przeanalizuj zlozono$é obliczeniowa (czasowa i pamieciowa) opisanej metody w zalez-
nosci od parametrow n i m.

Zadanie 2: lagodniejsze zr6wnowazenie w drzewie AVL (4 punkty)

Drzewo AVL jest zréwnowazonym drzewem BST. Definicja tego zréwnowazenia méwi nam,
ze réznica wysokosci poddrzew w kazdym wezle jest nie wigksza niz 1. Chcieliby$Smy ztagodzié
ten warunek w taki sposéb, aby réznica wysokosci poddrzew w kazdym wezle byla nie wieksza
niz 2. Czy taki warunek zréwnowazenia zagwarantuje nam w dalszym ciggu logarytmiczna
wysokosé drzwa?

e Krétko ale precyzyjnie opisz strukture drzewa AVL.



e Wykaz, ze po modyfikacji zréwnowazenia w drzewie AVL jego wysoko$é bedzie nie
wieksza niz 2logn, gdzie n to liczba wezéw w drzewie.

e Czy rotacje przywracajace zrownowazenie w tradycyjnym drzewie AVL beda dalej po-
prawnie dziataly po modyfikacji warunku zréwnowazenia? Odpowiedz uzasadnij.
Metody numeryczne
Przyjmijmy, ze

{ Qo(z) =1, Qi(z) =x —ci,
Qk(x) = (.T} — Ck)Qkfl(w) — dek,Q(x) (k = 2, 3, .. .),

n
gdzie ¢, dj, sa dane. Niech bedzie ¢(x) := Zaka(x) (ar, — dane). Udowodnij nastepujacy
k=0
algorytm Clenshawa obliczania wartosci wielomianu ¢ w punkcie z € R:

B[n+2] :=0; B[n+1]:=0;

for k from n downto O
B[k] :=al[k]+(x-c[k+1])*B[k+1]-d [k+2] *B[k+2]

Return(B[0])

gdzie alk]l:= ag, clk]l:= ¢, dlk]l:= d; oraz x:= x. Jakie zastosowanie w aproksymacji
sredniokwadratowej znajduje ten algorytm?



