Egzamin licencjacki/inzynierski — 12 luty 2013

Z zestawu szeSciu zadan (Matematyka I, Matematyka II, Programowanie, Matematyka
dyskretna, Algorytmy i struktury danych i Metody numeryczne) ponizej nalezy wybraé i
przedstawi¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zadan. Za brakujace (do trzech) zada-
nia zostanie wystawiona ocena nieostateczna z urzedu. Egzamin uwaza sie za zaliczony, jesli
student rozwiaze z ocena dostateczna co najmniej 2 zadania. Wtedy ocena z egzaminu jest
srednig arytmetyczng ocen z trzech wybranych zadan. Na rozwiazanie zadan przeznacza sie
czas 3x40=120 minut. Po wyjsciu z sali egzaminacyjnej w czasie egzaminu nie ma mozliwosci
powrotu do tej sali i kontynuowania pisania egzaminu.

Matematyka I — Logika dla informatykéw

Dla liczb naturalnych k niech k oznacza zbiér {n € N | n < k}. Rozwazmy dwie funkcje
F 20132003 x N — 20132013 § G : 20132003 x N — 20132013 zadane wzorami

F(f,0) id2013
G(f,0) idg013

gdzie AP oznacza zbidr funkcji z B w A, idgg13 : 2013 — 2013 jest funkcja identycznoéciowa
zbioru 2013, a - oznacza standardows operacje sktadania funkcji. Udowodnij, ze F' = G.

Matematyka II — Algebra

Zadanie 1.
Uzywajac jedynie dodawan i poréwnan podaé algorytm obliczenia najmniejszej wspélnej wie-
lokrotnosci naturalnych a, b.

Zadanie 2.
2 4

W pierscieniu Z1; obliczy¢ wartosé wyrazenia 3 + 5

Zadanie 3.
Dana jest grupa G i ustalony jej element: a. Sprawdzi¢ czy przeksztalcenie f : G — G,
okreslone wzorem f(x) = axa~! jest izomorfizmem tej grupy z soba.

Programowanie

Za zadanie mozna otrzymaé 20 punktéw. Aby otrzymac ocene dostateczna, nalezy zdoby¢ 7
punktéw, prog dla dst+ to 9p, dla db — 11p, dla db+ 13p, dla bdb — 15p.

Cze$¢ 1. Gramatyka G z symbolem startowym S nad alfabetem {a,b,c,d, e, f} dana jest
za pomoca nastepujacego zbioru produkcji:

{§ —¢, S —aSd, S— aSe, S — aSf, S— bSd, S — bSe, S —bSf, S— cSd, S— cSe, S — cSf}

Dla gramatyki G przez L(G) rozumie¢ bedziemy jezyk generowany przez G. Dla wyrazenia
regularnego r przez L£(r) rozumiemy jezyk opisany przez wyrazenie r.



a) Czy abcedef nalezy do L(G1)? OdpowiedZ uzasadnij. (1)
b) Czy gramatyka G jest jednoznaczna? Odpowiedz krétko uzasadnij. (2)

c) Zdefiniuj gramatyke Go, taka ze L(G1) = L(G2), i gramatyka G2 ma mniej produkcji niz
G1 (cho¢ moze mieé¢ wiecej symboli nieterminalnych). (2)

d) Przedstaw wyrazenie regularne lub gramatyke bezkontekstowa generujaca zbiér A; =

L@V f) N L(G) (2)

e) Napisz w jezyku imperatywnym funkcje, ktéra bierze jako wejscie napis i zwraca wartosé
logiczna, réwna True wtedy i tylko wtedy, gdy ten napis nalezy do zbioru A;. Mozesz
uzywadé jezyka wybranego z nastepujacej listy: C, C4++, Java, C#, Python, Ruby, PHP,
AWK, Pascal. (3)

Czes¢ 2. Liczbe nazwiemy ciekawgq, jezeli dzieli sie przez sume i przez iloczyn cyfr. Przykla-
dowe ciekawe liczby to 36 albo 102. Twoim zadaniem bedzie napisanie funkcji (predykatu)
znajdujacego wszystkie ciekawe liczby z zadanego zakresu. W zadaniu wazne jest (i réw-
niez bedzie oceniane) to, w jaki sposéb podzielisz je na podproblemy (czyli jakie zdefiniujesz
funkcje/predykaty pomocnicze). Oczywiscie powiniene$ opisaé¢ znaczenie kazdego predyka-
tu/funkcji ktéra definiujesz. Nie wolno korzystaé z funkcji i predykatéw standardowych (choé
oczywiscie mozesz je sobie samemu zdefiniowaé, jezeli uznasz to za celowe).

Wariant funkcjonalny. Haskell.
Napisz funkcje ciekawe :: Int -> Int -> [Int] zwracajaca wszystkie ciekawe liczby z za-
danego przedziatu (zakladamy, ze granice przedziatlu naleza do przedziatu).

Wariant logiczny. Prolog.

Napisz predykat ciekawe (+A,+B,-L) unifikujacy L z lista wszystkich ciekawych liczb migdzy
A a B (zakladamy, ze granice przedzialu naleza do przedzialtu).

Matematyka dyskretna

Oblicz sume > > F,37", gdzie F,, jest n-ta liczba Fibonacciego.

Algorytmy i struktury danych

Za rozwigzanie obydwu zadan z tej cze$ci mozna otrzymac¢ w sumie do 9 punktéow. Skala ocen:
ponizej 3 punktéw — ocena niedostateczna (egzamin niezdany), 3 punkty daja ocene dosta-
teczna, 4 — dostateczng z plusem, 5 — dobra, 6 — dobrg z plusem, 7 albo wiecej punktow
daje ocene bardzo dobra.

Zadanie 1: stabilny tréjpodzial (4 punkty)

W sortowaniu szybkim quick-sort korzysta sie z procedury partition, ktora dzieli dane
wzgledem piwota p (element dzielacy) na dwie czesci: w pierwszej maja sie znalez¢ elementy <
p aw drugiej elementy > p. Napisz wlasna wersje procedury podziatu partition (A[0...n—1], p),
ktora bedzie stabilna, i ktéra na danych umieszczonych w n—elementowej tablicy dokona



tréjpodziatu, czyli podzieli dane na trzy czedci: w pierwszej znajda sie elementy < p, w drugiej
= p a w trzeciej > p.

1.

3.

Opracuj metode, ktéra efektywnie rozwiazuje to zadanie; zapisz swoj algorytm w pseu-
dokodzie i opisz go krétko.

. Napisz co to znaczy, ze algorytm jest stabilny. Uzasadnij, ze Twoja procedura dokonuje

podziatlu w sposéb stabilny.

Oszacuj ztozonos$é obliczeniowa (czasowa i pamieciowa) opisanego algorytmu.

Wskazowka! Skorzystaj z techniki ”dziel i zwyciezaj”.

Zadanie 2: najmniejszy zbiér w biezacym podziale (5 punktéw)
Zaprojektuj efektywna strukture danych do wykonywania ciggéw podanych operacji na
dynamicznie zmieniajacym si¢ podziale zbioru {1,2,...,n}:

e init() — utworzenie podziatu {{1},{2},...,{n}};

e union(A,B) — polaczenie zbioréw A i B biezacego podziatu w jeden zbior;

e find(x) — wyznaczenie zbioru, do ktérego nalezy element x;

e find-smallest() — wyznaczenie zbioru w biezacym podziale, ktéry ma najmniej ele-

mentow.

. Opracuj strukture, ktéra bedzie efektywnie realizowaé¢ wymienione operacje — w swoim

rozwigzaniu wykorzystaj zbiory roztaczne w postaci drzewiastej.

. Krétko ale precyzyjnie opisz zastosowang w algorytmie strukture danych reprezentujaca

zbiory roztaczne — napisz procedury union i find w pseudokodzie, oszacuj ich ztozonosé
obliczeniows.

Opisz doktadnie, jak bedzie dziataé¢ procedura find-smallest. Jaki wplyw ma ta funkcjo-
nalno$¢ w strukturze na dziatanie operacji union i find (opisz zrobione modyfikacje)?
Jedli do realizacji find-smallest bedziesz wykorzystywal jakies dodatkowe struktury da-
nych to napisz jakie i uzasadnij w jakim celu sa one stosowane.

Rozwaz ciag opracji, z ktérych pierwsza to init a pozostate to union, find i find-smallest.
Jaki bedzie koszt czasowy wykonania ciagu takich operacji? Odpowiedz uzasadnij.

Uwaga! Pesymistyczna ztozonosé pojedynczej operacji find-smallest () powinna byé rzedu

O(logn).



Metody numeryczne

1. Niech dana bedzie nieosobliwa macierz A € R™*" postaci

b1 cn |
az by c
az by c3
A= ag by 4

p—1 bn—1 cp—1
aq an bn,

Zaproponuj algorytm znajdowania macierzy odwrotnej A~! i podaj jego zlozonosé.



