Egzamin licencjacki/inzynierski — 6 lutego 2013

Z zestawu szeSciu zadan (Matematyka I, Matematyka II, Programowanie, Matematyka
dyskretna, Algorytmy i struktury danych i Metody numeryczne) ponizej nalezy wybraé i
przedstawié¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zadan. Za brakujace (do trzech) zada-
nia zostanie wystawiona ocena nieostateczna z urzedu. Egzamin uwaza sie za zaliczony, jesli
student rozwigze z oceng dostateczng co najmniej 2 zadania. Wtedy ocena z egzaminu jest
Srednig arytmetyczng ocen z trzech wybranych zadan. Na rozwiazanie zadan przeznacza sie
czas 3x40=120 minut. Po wyjsciu z sali egzaminacyjnej w czasie egzaminu nie ma mozliwosci
powrotu do tej sali i kontynuowania pisania egzaminu.

Matematyka I — Logika dla informatykéw

Rozwazmy porzadek leksykograficzny na parach liczb naturalnych (N x N, <;.,.) zdefiniowany
formuta

df
(1, 22) <iex (Y1,y2) & 21 <Y1V (v1 =y1 A2 < Yo).

Udowodnij, ze (N x N, <;.,.) jest dobrym porzadkiem. Dla przypomnienia: (X, <) jest dobrym
porzadkiem jesli < jest liniowym porzadkiem na zbiorze X i kazdy niepusty podzbiér X ma
element najmniejszy w porzadku <. Nie trzeba dowodzié, ze ralecja <., jest relacja porzadku.

Matematyka II — Algebra

Zadanie 1.
2 1 1

Sprawdzié, czy wektory v1 = | 2 |,vo=1 0 |,v3=| 2 | sa liniowo niezalezne
0 2 1

a. w przestrzeni R? nad cialem R,
b. w przestrzeni Zg nad cialem Z,.

Zadanie 2.

Rozwazamy grupe ® (12) liczb wzglednie pierwszych z 12, wraz z mnozeniem modulo 12.
i. Sprawdzié, czy jest to grupa cykliczna.

ii. Wyznaczy¢ rzedy elementow tej grupy.

Zadanie 3.
Zmalezé ay,, By, takie, ze Dy, = a, Dy 1 + BpDp—o.
al bl
c1 az by
D, = co  as
bn—l
Cn—1 an

Programowanie

Za zadanie mozna otrzymaé¢ 20 punktéw. Aby otrzymaé ocene dostateczna, nalezy zdoby¢ 7
punktéw, prég dla dst+ to 9p, dla db — 11p, dla db+ 13p, dla bdb — 15p.



Czes¢ 1. Gramatyka G z symbolem startowym S nad alfabetem {a, b, ¢} dana jest za pomoca
nastepujacego zbioru produkcji:

{C—¢e C—cC, X - XX, X —aXb, X »>bXa, X —e, S— XC}

Gramatyka G9 z symbolem startowym S nad alfabetem {a,b,c} dana jest za pomoca
nastepujacego zbioru produkcji:

{A—e, A—=aAd, X - XX, X - cXb, X >bXc, X ¢, S— AX}

Dla gramatyki G przez L(G) rozumie¢ bedziemy jezyk generowany przez G. Dla wyrazenia
regularnego r przez L(r) rozumiemy jezyk opisany przez wyrazenie r.

a) Czy abbbaacc nalezy do L(G1)? Odpowiedz uzasadnij. (1)

b) Przedstaw wyrazenie regularne lub gramatyke bezkontekstowa generujaca zbiér £(b*a*) N

L(Gy) (2)

c) Opisz mozliwie dokladnie, jakie stowa naleza do zbioru A; = L(G1) N L(G3). Odpowiedz
krétko uzasadnij. (3)

d) Napisz w jezyku imperatywnym funkcje, ktéra bierze jako wejscie napis i zwraca warto$é
logiczng, réwng True wtedy i tylko wtedy, gdy ten napis nalezy do zbioru A;. Mozesz
uzywaé jezyka wybranego z nastepujacej listy: C, C++, Java, C#, Python, Ruby, PHP,
AWK. (4)

Czes$¢ 2. W tym zadaniu powinienes sie skoncentrowaé na czytelnoéci kodu, efektywno$é nie
ma zadnego znaczenia. Bedziemy uzywali pojecia dzielnik jednorodny. Dzielnikiem jednorod-
nym liczby jest kazdy jej dzielnik, ktéry jest réwny a® (dla liczby pierwszej a i naturalnej b).
Dla liczby 120 dzielnikami jednorodnymi sa na przyklad 4 albo 5, ale nie 20.

Wariant funkcjonalny. Haskell.

a) Napisz funkcje, ktora bierze na wejsciu dodatnia liczbe catkowita i zwraca liste jej pierw-
szych dzielnikow. Przyktadowo, funkcja ta dla liczby 120 powinna zwrécié liste [2,2,2,3,5]
(lub jaka$ jej permutacje, bowiem kolejnosé dzielnikéw nie jest dla nas istotna). (5)

b) Jak wykorzystaé te funkcje do napisania funkeji, ktéra sprawdza, czy liczba jest pierwsza?
(1)

c) Napisz funkcje, ktéra dla danej liczby zwraca jej najwiekszy dzielnik jednorodny. (4)

Wariant logiczny. Prolog.

a) Napisz predykat dzielniki(N,L), ktory unifikuje L z lista pierwszych dzielnikéw dodat-
niej catkowitej liczby N. Przyktadowo, predykat ten dla liczby 120 powinna zunifikowaé
Lz [2,2,2,3,5] (lub jaka$ jej permutacja, bowiem kolejnos$é dzielnikéw nie jest dla nas
istotna). (5)

b) Jak wykorzystaé¢ ten predykat, do napisania predykatu, ktéry sprawdza, czy liczba jest
pierwsza? (1)

c¢) Napisz predykat maxJednorodny (N,K), ktéra dla danej dodatniej catkowitej liczby N uni-
fikuje K z jej najwiekszym dzielnikiem jednorodnym.



Matematyka dyskretna

Ile wynosi liczba podzialéw odcinka o dlugosci n na odcinki o dhugosci 1 1 27

Algorytmy i struktury danych

Za rozwiagzanie obydwu zadan z tej czesci mozna otrzymaé¢ w sumie do 9 punktéw. Skala ocen:
ponizej 3 punktéw — ocena niedostateczna (egzamin niezdany), 3 punkty daja ocene dosta-
teczna, 4 — dostatecznag z plusem, 5 — dobra, 6 — dobra z plusem, 7 albo wiecej punktow
daje ocene bardzo dobra.

Zadanie 1: maksymalny wzrost (4 punkty)
Dana jest n—elementowa tablica liczb rzeczywistych T'[0...n—1]. Nalezy wyznaczy¢ pare
indeksow (i, j) taka, ze 0 < i < j < n oraz T'[j] — T'[i] jest maksymalne.

1. Opracuj metode, ktéra efektywnie rozwiazuje to zadanie; zapisz swéj algorytm w pseu-
dokodzie i opisz go krétko.

2. Uzasadnij poprawnosé¢ opisanego algorytmu; oszacuj jego zltozonosé obliczeniows (cza-
sowa 1 pamigciowa).

Uwaga. Algorytm dziatajacy w czasie kwadratowym nie jest efektywnym rozwiazaniem.

Zadanie 2: spéjne skladowe w grafie (5 punktow)

Dany jest graf prosty G(V, E), gdzie V' = {0,1,...,n—1} to zbiér wierzchotkéw a E C
{(i,j) : 1,7 € V. AN i # j} to zbiér krawedzi. Graf ten nalezy podzieli¢ na spdjne sklado-
we, nadajac kazdemu wierzchotkowi dodatkowy numer, méwiacy do ktérej spdjnej sktadowej
nalezy.

1. Opracuj algorytm, ktory efektywnie rozwigzuje to zadanie — w swoim rozwigzaniu
wykorzystaj zbiory rozlaczne w postaci drzewiastej.

2. Uzasadnij poprawnos¢ opisanego algorytmu; oszacuj jego ztozonosé obliczeniowa.

3. Krétko ale precyzyjnie opisz zastosowang w algorytmie strukture danych reprezentujaca
zbiory roztaczne (napisz procedury union i find w pseudokodzie i oszacuj ich zlozonosé
obliczeniowa).

4. Jaka struktura danych najlepiej nadaje si¢ w tym przypadku do pamietania grafu?
Odpowiedz uzasadnij.

Metody numeryczne

1. Niech dana bedzie funkcja ciagla f majaca w przedziale (a,b) dokladnie jedno miejsce
zerowe « i spelniajaca warunek f(a)f(b) < 0. Sformulyj i krétko uzasadnij algorytm
bisekcji znajdowania miejsca zerowego « funkcji f. Ile krokéw metody bisekcji nalezy
wykonaé, aby wyznaczy¢ przyblizong warto$¢ « z btedem bezwzglednym mniejszym niz
zadane € > 07



