Egzamin licencjacki/inzynierski

10 wrzednia 2021

Informacja dla zdajacych egzamin na kierunku informatyka

Z szesciu ponizszych zestawéw zadan (Matematyka I, Programowanie, Matematyka dyskret-
na, Algorytmy i struktury danych, Metody numeryczne, Matematyka II) nalezy wybraé i
przedstawi¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zestawow.

Informacja dla zdajacych egzamin na kierunku ISIM

Z szesciu ponizszych zestawow zadan (Matematyka I, Programowanie, Matematyka dyskretna,
Algorytmy i struktury danych, Metody numeryczne, Jezyki formalne i ztozono$é obliczeniowa)
nalezy wybraé i przedstawi¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zestawow.

Informacja dla wszystkich zdajacych

Za brakujace (do trzech) zestawy zostanie wystawiona ocena niedostateczna z urzedu. Egza-
min uwaza sie za zaliczony, jesli student rozwiaze z oceng dostateczna co najmniej 2 zestawy.
Wtedy ocena z egzaminu jest srednia arytmetyczna ocen z trzech wybranych zestawéw. Na
rozwigzanie przeznacza si¢ czas 3x40=120 minut. Po wyjsciu z sali egzaminacyjnej w czasie
egzaminu nie ma mozliwoéci powrotu do tej sali i kontynuowania pisania egzaminu.



Matematyka I — Logika dla informatykéw

Wprowadzenie. Zbiér L(X) wszystkich skonczonych list nad danym zbiorem X jest zdefi-
niowany indukcyjnie w nastepujacy sposob:

e nil jest skonczona lista nad zbiorem X;

e jedli x jest elementem zbioru X oraz xs jest skonczona lista nad zbiorem X to x : xs

jest skonczona lista nad zbiorem X.

Dla wszystkich zbior6w X operacja konkatenacji list +H : L(X) x L(X) — L(X) jest zde-
finiowana w nastepujacy sposob. Dla wszystkich elementéw = € X oraz wszystkich list
xs,ys € L(X) przyjmujemy

nil Hys = ys,
(x:xs)+ys = x:(xs+Hys).

Dla wszystkich zbioréw X definiujemy funkcje length : L(X) — N w nastepujacy sposéb. Dla
dowolnego elementu = € X oraz dowolnej listy xs € L(X) przyjmujemy

length(nil) = 0,
length(x : xs) = length(zs) + 1.

Dla wszystkich zbioréw X definiujemy funkcje take : Nx L(X) — L(X) w nastepujacy sposéb.
Dla dowolnej liczby naturalnej n, dowolnego elementu x € X oraz dowolnej listy zs € L(X)

przyjmujemy
take(0,zs) = nil,
take(n 4+ 1,nil) = nil,
take(n + 1,z : xs) = x: take(n,xs).

Wtlasciwe zadanie.

1. Sformuluj zasade indukeji strukturalnej dla list (w takiej postaci, zeby mozna bylo jej
uzy¢ w dowodzie w punkcie 2).

2. Korzystajac z zasady indukcji sformulowanej w punkcie 1 udowodnij indukcyjnie, ze dla
dowolnego zbioru X, dowolnej liczby naturalnej n oraz dowolnych list xs,ys € L(X),
jesli length(xs) > n to zachodzi réwnosé

take(n,xs +Hys) = take(n, xs).

Uwaga: Zadanie konceptualnie jest bardzo proste: latwo zauwazyé, ze jesli lista ma dlugosdé
co najmniej n, to doklejenie na jej koncu czegokolwiek nie ma wpltywu na wynik wyjecia
z niej pierwszych n elementéw. Celem tego zadania jest sprawdzenie jak sobie radzisz ze
zmiennymi wolnymi i zwiazanymi, czy panujesz nad kwantyfikatorami, zalozeniami i celami do
udowodnienia. Podczas oceniania zwrécimy uwage na poprawnosé i klarownosé rozumowania,
w szczegblnosci sprawdzimy czy

e w sformulowanej zasadzie indukcji wystepuja zmienne wolne pierwszego rzedu (nie po-
winno ich by¢),

e w rozumowaniu zmienne drugiego rzedu (np. zbiory lub predykaty uzyte w sformutowa-
niu zasady indukcji) sa wlasciwie zainicjowane,
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e zalozenie indukcyjne jest poprawnie sformulowane (powinno by¢ jawnie sformulowane
— bedziemy w nim np. liczy¢ zmienne wolne),

e zalozenie indukcyjne jest poprawnie uzyte (miejsce jego uzycia powinno byé¢ dokladnie
wskazane).

Matematyka II — Algebra

Zadanie 1. (5 punktéw) Wartosci wlasne macierzy A € R3*3 to 2, 3, 5. Jaka jest wartogé
det(A)? (Odpowiedz z uzasadnieniem.)

Zadanie 2. (5 punktéw) Znaleié¢ x,y € Z takie, ze 23z + 17y = 1.

Zadanie 3. (4 punkty)

S O N WDt
S O NN
NN O O
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Poda¢ wartosci wlasne tej macierzy.

Progi punktowe: dst — 4, dst+ — 6, db — 8, db+ — 10, bdb — 12 punktéw.



Programowanie — wariant A

Za te czesé egzaminu mozna otrzymaé 20 punktéw. Aby otrzymaé ocene dostateczna, nalezy
zdoby¢ 7 punktéw, prég dla dst+ to 9p, dla db — 11p, dla db+ 13p, dla bdb — 15p.

Wygodna forma reprezentacji (skonczonych) zbioréw elementéw typu danych, dla ktérego
mamy operacje poréwnania, sa drzewa przeszukiwan. W ramach przypomnienia, sa to drze-
wa ukorzenione z elementami zbioru w wierzchotkach wewnetrznych, w ktérych elementy te
stanowia ograniczenia (gérne lub dolne) dla elementéw znajdujacych sie w odpowiednich pod-
drzewach. Jedli takie drzewo jest dodatkowo zbalansowane (tj., wszystkie $ciezki od korzenia
do liécia sa tej samej dlugosci), to jest ono efektywne. Niestety, w pelni zbalansowane drzewa
binarne majg rozmiar postaci 2" — 1, co oznacza ze wigkszosci zbioréw nie da sie w ten sposob
zareprezentowaé (podobnie dla dowolnej arnosci wigkszej od 1).

Aby pokonaé ten problem mozemy pozwoli¢ aby wierzchotki wewnetrzne drzewa mialy
zmienng liczbe poddrzew. W najprostszym przypadku, ktéry tu rozwazymy, wierzchotki we-
wnetrzne beda dwbch rodzajow:

e wierzchotki binarne, sktadajace sie z etykiety i dwoch poddrzew, ze standardowsg wla-
snoscig drzewa przeszukiwan binarnych, i

e wierzchotki ternarne, sktadajace sie z dwoch etykiet i trzech poddrzew, przy czym
wlasnosé drzewa przeszukiwania uogdélnia sie naturalnie: etykiety rozdzielaja elemen-
ty trzech poddrzew wzgledem porzadku na etykietach.

Oprécz wierzchotkow wewnetrznych mamy réowniez liScie, ktére nie zawieraja zadnej informa-
cji. Zbalansowane drzewa przeszukiwan o powyzszej strukturze nazwiemy 2-3-drzewami, przy
czym przyjmujemy, ze etykiety nie powtarzaja sie.

Zadanie 1. (5 p.) Zaproponuj reprezentacje 2-3-drzew opisanych powyzej w wybranym
jezyku funkcyjnym (Racket, OCaml, Haskell). Zadbaj o to, zeby wyrazi¢ zaréwno struktu-
re drzewa, jak i niezbedne niezmienniki uzywajac wlasciwych dla wybranego jezyka form
wyrazu, w szczegdlnosci zdefiniuj procedure rozstrzygajaca czy jej argument jest poprawnie

sformowanym 2-3-drzewem.!

Zadanie 2. (5 p.) Zaproponuj reprezentacje 2-3-drzew opisanych powyzej w wybranym
jezyku imperatywnym (C, Python, Java itp.). Zadbaj o to, zeby wyrazi¢ strukture drzewa
i niezmienniki uzywajac witaéciwych dla danego jezyka form wyrazu i zdefiniuj procedure
sprawdzajgcg czy jej argument jest poprawnie sformowanym 2-3-drzewem.?

Zadanie 3. (3 p.) Dla reprezentacji z wybranego z powyzszych zadan zaimplementuj dwu-
argumentows procedure member sprawdzajaca czy dany element nalezy do zbioru reprezen-
towanego przez dane drzewo. Nastepnie wyjasnij, ktore z niezmiennikéw Twojej struktury
danych sa niezbedne dla poprawnosci implementacji, a ktére nie.

Zadanie 4. (7 p.) Dla reprezentacji z wybranego z dwoch pierwszych zadan zaimplementuj
dwuargumentowa procedure insert, ktora wstawia dany element do danego zbioru (reprezen-
towanego oczywiscie jako drzewo). W zaleznosci od reprezentacji, procedura moze zwracaé
reprezentacje powiekszonego zbioru lub modyfikowaé przekazana do niej strukture. Uzasad-
nij, ze procedura zachowuje niezmienniki opisane w definicji Twojej struktury danych.

1 Jedli uzywasz OCamla/Haskella, uzywaj systemu typéw, ale nie naduzywaj go. To ze jakas wlasnoéé da sie
wyrazi¢ nie oznacza, ze koniecznie nalezy to robi¢ w warunkach egzaminu.
2Nie ma powodu zeby uzywaé nietrywialnych bibliotecznych struktur danych: nie réb tego.
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Wskazowka: Zanim zaczniesz implementowad procedure wstawiania zastanow sie ktore nie-
zmienniki moga zosta¢ naruszone w procesie wstawiania elementu do drzewa i w jaki sposéb.
Moze by¢ wygodnie zdefiniowa¢ pomocniczy typ danych opisujacy drzewa, ktére naruszaja
niezmiennik w okreslony sposéb.

Uwaga! Jako$é¢ kodu, zwlaszcza struktura definicji, ma znaczenie i bedzie punktowana.

Programowanie — wariant B

Za zadanie mozna otrzymaé¢ 20 punktow. Aby otrzymaé ocene dostateczna, nalezy zdoby¢ 7
punktow, prog dla dst+ to 9p, dla db — 11p, dla db+ 13p, dla bdb — 15p.

Zadanie 1. Gramatyka G z symbolem startowym S nad alfabetem {a, b, c,z} dana jest za
pomocy nastepujacego zbioru produkcji:

{S = aSb, S — ¢,S — SxS}

Dla gramatyki G przez L(G) rozumieé¢ bedziemy jezyk generowany przez G. Dla wyrazenia
regularnego r przez L(r) rozumiemy jezyk opisany przez wyrazenie r.

a) Czy aacbbrach nalezy do L(G1)? Odpowiedz uzasadnij. (1p)
b) Czy gramatyka G jest jednoznaczna? Odpowiedz krétko uzasadnij. (2p)

¢) Przedstaw wyrazenie regularne lub gramatyke bezkontekstowa generujaca zbiér
Ay = L(G1) N L(a"c"z™b")
. OdpowiedzZ uzasadnij. (3p)

d) Napisz w jezyku imperatywnym funkcje, ktéra bierze jako wejécie napis i zwraca wartosé
logiczna, réwng True wtedy i tylko wtedy, gdy ten napis nalezy do zbioru L(G7). Mozesz
uzywaé jezyka wybranego z nastepujacej listy: C, C++, Java, C#, Python, Ruby, Go,
Rust. (4p)

Zadanie 2. (6p) Napisz w Haskellu dwuargumentowa funkcje nth, ktéra dla listy i liczby
n zwraca n-ty element listy wejsciowej (liczac od zera). Napisz réwniez funkcje £2, ktéra nie
wywoluje funkcji nth i zwraca te same wartosci, co funkcja f zdefiniowana ponizej

f k xs = nth k (gsort xs)

Zadanie 3. (4p) Formule logiczna bedziemy zapisywaé uzywajac operatoréw *, +, = (odpo-
wiednio jako koniunkcje, alternatywe i negacje) oraz zmiennych prologowych. Przykladowo,
formule x V (y A —z) zapiszemy jako X + Y * (-Z). Napisz predykat sat/1, ktéry spraw-
dza, czy formula jest spelnialna i w kolejnych nawrotach generuje wszystkie spetniajace ja
podstawienia. Mozesz zdefiniowaé wiecej niz 1 predykat, nie powiniene$ korzystaé z negacji.



Matematyka dyskretna

Zbiorem niezaleznym w grafie nazywamy zbiér wierzchotkow grafu, z ktérych zadne dwa nie
sa polaczone krawedzia. Pokryciem wierzchotkowym nazywamy zbior takich wierzchotkéw,
ze kazda krawedz grafu ma ktorys$ z konicéw w tym zbiorze. Pokaz, Ze jesli najwiekszy zbidr
niezalezny w G ma moc k, to najmniejsze pokrycie wierzchotkowe ma moc n — k.

Metody numeryczne

Za rozwiazanie zadan mozna otrzymac tacznie 12 punktéw. Otrzymanie 4 pkt. gwarantuje
ocen¢ dostateczna, prég dla dst+ to 5.5 pkt., dla db — 7 pkt., dla db+ 8.5 pkt., a dla bdb —
10 pkt.

1. |4 punkty | Zaproponuj efektywny algorytm obliczania z duza dokladno$cia wartosci
- . . . o . )
) P *
v/a (a > 0) wykorzystujac jedynie operacje arytmetyczne (+ /). Uzasadnij sku
tecznosé przedstawionej metody.

2. |4 punkty | Wstep. Niech dane beda wektory liczb rzeczywistych x:=[xg,x1, ..., Zy]

(zo < x1 <+ < Zpn) Vi=[Y0, Y1, - -, Yn) 1 2:=[20, 21, - ., 2m| (Mm,n € N). Niech s,, ozna-
cza naturalng interpolacyjna funkcje sklejana trzeciego stopnia (w skrécie: NIFS3) spel-
niajaca warunki s, (zx) = yr (0 < k < n). W jezyku PWO++ procedura NSpline3(x,y,z)
wyznacza wektor [s,(20), $n(21), - - - Sn(2m)]-

Zadanie. Wiadomo, ze NIFS3 odpowiadajaca danym (xg, f(xx)) (0 < k < 100) bardzo
dobrze przybliza funkcje f. Mozna wiec przypuszczaé, ze

Sh ::/ nsn(x)dx

0

Tn
jest bardzo dobrym przyblizeniem wartosci catki I := f(z)dz. Stosujac procedure
xo
NSpline3 tylko raz, zaproponuj szkic efektywnego algorytmu wyznaczania wielkosci

Sn. Zadbaj wiec m.in. o to, aby liczba wspélrzednych wektora z (czyli warto$é m + 1)
byla mozliwie jak najmniejsza.

3. |4 punkty | Zaproponuj i opisz szczegbtowo algorytm obliczania wyznacznika macierzy
stopnia n. Wyznacz jego zlozonosé obliczeniowa i pamigciows.

Uwaga. Metody o zlozonoéci obliczeniowej powyzej O(n?) nie wchodza w gre.



Algorytmy i struktury danych

Za rozwigzanie obydwu zadan z tej czesci mozna otrzymaé w sumie do 9 punktéw. Skala ocen:
ponizej 3 punktéw — ocena niedostateczna (egzamin niezdany), 3 punkty daja ocene dosta-
teczna, 4 — dostateczna z plusem, 5 — dobra, 6 — dobra z plusem, 7 albo wiecej punktow
daje ocene bardzo dobrg.

Zadanie 1: graf dwukolorowalny (4 punkty)

Kolorowanie grafu polega na takim przyporzadkowaniu koloréw wierzchotkom grafu, aby
zadne sasiadujace ze sobg wierzcholki nie byty pokolorowane tak samo. Skonstruuj algorytm,
ktory sprawdzi, czy graf prosty G = (V, E) da sie pokolorowaé¢ dwoma kolorami.

Precyzyjnie opisz swdj algorytm i oszacuj jego ztozonosé obliczeniowa. Uzasadnij popraw-
nos¢ opisanej metody.

Zadanie 2: drzewiasta reprezentacja zbioréw rozlacznych (5 punktéw)

Rozwazmy drzewiasty implementacje struktury danych dla zbioréw roztacznych. Kazdy
zbiér jest reprezentowany jako drzewo swoich elementéw. Reprezentantem zbioru jest korzen
drzewa. Kazdy wezel ma bezposredni wskaznik do poprzednika (reprezentant zbioru, czyli
korzen, ma ten wskaznik ustawiony na siebie). Operacja Union to potaczenie zbioréw. Jest ona
implementowana poprzez podlaczenie korzenia jednego drzwa do korzenia drugiego drzewa;
jesli wskazemy reprezentantéw dwdch zbioréw, to operacja ta wykona sie w czasie statym O(1)
(sprowadza si¢ bowiem do zmiany wskaZnika w korzeniu jednego drzewa na korzen drugiego
drzewa). Operacja Init jest réwniez bardzo prosta i polega na utworzeniu n jednoelementowych
drzew, co zajmuje czas liniowy O(n), gdzie n to liczba wszystkich elementéw.

3
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Operacja Find, to wskazanie reprezentanta zbioru, do ktérego nalezy dany element. Dzigki
wskaznikom koszt operacji Find jest proporcjonalny do glebokoéci wezta reprezentujacego
dany element w drzewie. Koszt tej operacji moze byé jednak duzy, nawet rzedu O(n), gdy
powstale w wyniku ciagu operacji Union drzewo bedzie bardzo niezréwnowazone (drzewo
moze przypominaé liste i mieé wysokos$é réwna nawet n).

Jaka technike nalezy zastosowaé (dokladnie ja opisz), aby wysoko$¢ drzewa byla co naj-
wyzej logarytmiczna w stosunku do liczby elementéw w drzewie? Jaki bedzie wéwczas koszt
jednej operacji Find? Przeanalizuj jeszcze ztozono$¢ czasowa wykonania ciggu m operacji
Union i Find, przy czym w ciggu tym znajduje sie n — 1 operacji Union. Wykaz, ze zamorty-
zowany koszt wykonania na poczatku operacji Init a potem m operacji Union i Find wynosi
O(m + nlogn).

Druga czedé zadania polega na zastosowaniu struktury dla zbioréw roztacznych do spraw-
dzenia, czy dwa wierzchotki w grafie prostym nieskierowanym naleza do tej samej sktadowej
spéjnoscei. Opisz idee algorytmu a potem zapisz go w pseudokodzie (wraz z niezbednymi ko-
mentarzami). Uzasadnij, ze opisany algorytm dziala poprawnie oraz oszacuj jego zlozonosé

CZasowa.
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Jezyki formalne i zlozonosé obliczeniowa

To zadanie dotyczy automatéw ze stosem. Dla ustalenia uwagi, przyjmiemy definicje takiego
automatu z Wikipedii:

Deﬁ.l—licja [ edytuj | edytuj kod ]
Automat ze stosem definiuje sie jako siédemke (Q, A, X, &, gy, oq, F), gdzie:

« () jest skoriczonym zbiorem standw,

o A jest skoriczonym alfabetem symboli wejsciowych,

« ¥ jest skoriczonym alfabetem symboli stosowych,

« go € () jest stanem poczatkowym,

» 7y jest (opcjonalnym) poczatkowym elementem na stosie,

» F' C () jest zbiorem stanow koncowych,

0 C(Q x (AU {e}) x E) x (@ x T") jest skoriczonym zbiorem dopuszczalnych przejsc.

Konfiguracja automatu to para (g, s), gdzie ¢ € @ jest stanem, a s € ¥* jest zawartoscia
stosu. Przez — bedziemy oznaczaé taka relacje ternarna, ze (q,s) — (¢, ') oznacza, ze z
konfiguracji (g, s) po slowie w automat moze przej$¢ do konfiguracji (¢/,s’). Taki automat
akceptuje stowo w, jesli istnieje konfiguracja (g, s) taka, ze ¢ € F oraz (qo,€) —uw (g, ).

Automat z popsutym stosem dziala podobnie, jak zwykly automat ze stosem. Jedyny
problem z takim automatem polega na tym, ze raz, w czasie swojego obliczenia, moze zgubié
stos, tzn. wszystko ze stosu moze zniknaé. Jezyk rozpoznawany przez taki automat to zbior
wszystkich stéw, ktore ten automat moze zaakceptowaé, a stowo w jest akceptowane przez
taki automat, jesli istnieja konfiguracje (g, s), (¢/,s’) oraz stowa v, v’ takie, ze w = vv’ oraz
(90, €) = (4, 5), (q,€) = (¢',8') i ¢ €F.

e (1 punkt) Czy kazdy jezyk akceptowany przez automat z popsutym stosem jest regular-
ny?

e (2 punkty) Czy kazdy jezyk akceptowany przez automat z popsutym stosem jest bez-
kontekstowy?

e (2 punkty) Czy kazdy jezyk bezkontekstowy jest akceptowany przez jaki§ automat z
popsutym stosem?

Kazdg odpowiedz nalezy udowodnié. Ocena to liczba zdobytych punktow.



