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Informacja dla zdajacych egzamin na kierunku informatyka

Z sze$ciu ponizszych zestawéw zadan (Matematyka I, Programowanie, Matematyka dyskretna, Algoryt-
my i struktury danych, Metody numeryczne, Matematyka II) nalezy wybraé i przedstawi¢ na osobnych
kartkach rozwiazania trzech zestawow.

Informacja dla zdajacych egzamin na kierunku ISIM

Z szeSciu ponizszych zestawéw zadan (Matematyka I, Programowanie, Matematyka dyskretna, Algoryt-
my i struktury danych, Metody numeryczne, Jezyki formalne i zlozono$é obliczeniowa) nalezy wybraé i
przedstawié¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zestawow.

Informacja dla wszystkich zdajacych

Za brakujace (do trzech) zestawy zostanie wystawiona ocena niedostateczna z urzedu. Egzamin uwaza sie
za zaliczony, jesli student rozwiaze z ocena dostateczna co najmniej 2 zestawy. Wtedy ocena z egzaminu jest
Srednig arytmetyczna ocen z trzech wybranych zestawéw. Na rozwiazanie przeznacza si¢ czas 3x40=120
minut. Po wyjsciu z sali egzaminacyjnej w czasie egzaminu nie ma mozliwosci powrotu do tej sali i
kontynuowania pisania egzaminu.



Matematyka I — Logika dla informatykow

Rozwazmy krotke (V, E, ¢) gdzie V jest skoficzonym zbiorem zwanym zbiorem wierzchotkéw, E CV x V
jest binarng relacja na zbiorze V zwang zbiorem krawedzi, a ¢ : V' — C' jest funkcja zwana kolorowaniem
wierzchotkow. Powiemy, ze

o (V. E) jest grafem prostym gdy relacja E jest antyzwrotna i symetryczna;

(V,E) jest pelnym skojarzeniem gdy jest grafem prostym i dodatkowo relacja E jest funkcja (intu-
icyjnie: kazdy wierzcholek ma dokladnie jednego sasiada);

(V,E,c) jest dobrze pokolorowany gdy spelniony jest warunek

Vry. E(z,y) = c(z) # c(y)

(intuicyjnie: kazda krawedZ ma konce réznych koloréw);

(V,E,c) jest dobrze pokolorowanym pelnym skojarzeniem gdy (V, E) jest pelnym skojarzeniem i
(V,E, c) jest dobrze pokolorowany;

o k€ C jest kolorem dominujgcym gdy spelniony jest warunek
- 14
e (kY] > 5

(intuicyjnie: ponad polowa wierzcholtkéw na kolor k);

e zbidér V jest réwnomiernie pokolorowany funkcja ¢ gdy spelniony jest warunek
v
vk € C. e (k)] < 0

(intuicyjnie: zaden kolor nie jest dominujacy).

Udowodnij indukcyjnie, ze dla kazdego zbioru wierzchotkéw V o parzystej mocy, rownomiernie poko-
lorowanego funkcja ¢, istnieje taki zbiér krawedzi F, ze (V,E, c) jest dobrze pokolorowanym pelnym
skojarzeniem. Sformutuj zasade indukcji, z ktérej korzystasz w dowodzie.

Wskazowka: szukane skojarzenie mozna skonstruowaé algorytmem zachtannym wybierajac przedsta-
wicieli najbardziej licznych koloréw.

Uwaga: To jest zadanie z logiki. Przy ocenianiu zwrécimy szczegblng uwage na poprawnosé i klarownosé
rozumowania, odpowiednie sformulowanie i uzycie wszystkich zalozen, odpowiednie uzycie kwantyfikato-
row i nawiaséw itp. Nie interesuja nas nieindukcyjne rozwiazania tego zadania.



Programowanie — wariant A

Za te cze$é egzaminu mozna otrzymadé 20 punktéw. Aby otrzymaé ocene dostateczna, nalezy zdobyé 7
punktéw, prég dla dst+ to 9p, dla db — 11p, dla db+ 13p, dla bdb — 15p.

Zadanie 1. (10p) Ponizsze zadanie mozesz wykona¢ w wybranym jezyku funkcyjnym (Haskell, Ocaml,
Racket). Nie uzywaj przy tym imperatywnych cech jezyka.

1. Zdefiniuj typ danych reprezentujacy drzewa binarne z etykietami w wierzchotkach wewnetrznych.
(2p)

2. Wyjasnij pojecie nieuzytku. (2p)

3. Powiemy, ze drzewo binarne jest zbalansowane, gdy dla dowolnych dwoch Sciezek od korzenia do lidcia
ich dtugosé rozni sie o co najwyzej 1. Zaimplementuj procedure sprawdzajaca czy dane drzewo jest
zbalansowane i procedure, ktéra dla danej listy xs generuje zbalansowane drzewo binarne, ktérego
lista etykiet w porzadku preorder jest réwna liScie xs. Uzasadnij, ze zadna z powyzszych procedur
nie generuje nieuzytkdéw. Oczekiwana ztozonosé obydwu procedur jest liniowa wzgledem rozmiaru
danych wejsciowych. (6p)

Zadanie 2. (10p) Ponizsze zadanie wykonaj w wybranym jezyku imperatywnym (np. C, Python, etc.).
Nie uzywaj przy tym funkcji rekurencyjnych ani innych funkcyjnych cech jezyka.

1. Zdefiniuj typ danych reprezentujacy drzewa binarne z etykietami w wierzchotkach wewnetrznych
(tak, ten sam). Tym razem mozesz ograniczy¢ sie do drzew etykietowanych liczbami. (2p)

2. Przypomnijmy, ze drzewo binarne nazywamy drzewem przeszukiwan binarnych (BST), jesli jest
etykietowane liczbami, a ciag etykiet wypisany w porzadku inorder jest posortowany. Zaimplemen-
tuj procedure sprawdzajaca czy dane drzewo jest drzewem przeszukiwan binarnych. Oczekiwana
ztozonosé to O(n), gdzie n jest rozmiarem drzewa. (4p)

3. Zaimplementuj procedure usuwania z drzewa przeszukiwan binarnych najmniejszego elementu. Wskaz
obiekty, ktére bedzie musiatl usunaé system zarzadzania pamiecia, jesli takie pojawia sie w Twojej
implementacji. (4p)

Programowanie — wariant B

Za te cze$é egzaminu mozna otrzymaé 20 punktéw. Aby otrzymaé ocene dostateczna, nalezy zdobyé 7
punktéw, prég dla dst+ to 9p, dla db — 11p, dla db+ 13p, dla bdb — 15p.

Zadanie 1. (10p) Gramatyka G z symbolem startowym S nad alfabetem {a, b, ¢, d} dana jest za pomoca
nastepujacego zbioru produkcji:

S— 585, 5 —abSba, S— X, X -, X - cXd, X —cXc

Dla gramatyki G przez L(G) rozumieé bedziemy jezyk generowany przez G. Dla wyrazenia regularnego
r przez L(r) rozumiemy jezyk opisany przez wyrazenie r.
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a) Czy abbaabbac nalezy do L(G1)? OdpowiedZ uzasadnij. (1p)
b) Czy gramatyka G jest jednoznaczna? Odpowiedz krétko uzasadnij. (2p)

c¢) Przedstaw wyrazenie regularne lub gramatyke bezkontekstowa generujaca zbiér Ay = L((a + c¢d)*) N
L(G4). Odpowiedz uzasadnij. (3p)

d) Napisz w jezyku imperatywnym funkcje, ktéra bierze jako wejécie napis i zwraca wartosé logiczna,
réwna True wtedy i tylko wtedy, gdy ten napis nalezy do zbioru As = L(G1) N L((a+ b+ ¢)*). Mozesz
uzywaé jezyka wybranego z nastepujacej listy: C, C++, Java, C#, Python, Ruby, AWK, Rust. (4p)

Zadanie 2. (5p) Napisz w Haskellu funkcje moda, ktéra dla listy liczb znajduje te, ktéra wystepuje na
lidcie najwiecej razy (remisy rozwiazuje w dowolny sposob). Mozesz definiowaé funkcje pomocnicze oraz
korzystaé¢ z funkcji standardowych. Dla kazdej funkcji (standardowej lub pomocniczej) podaj jej typ i
opisz jednym zdaniem, co ona robi.

Zadanie 3. (5p) Napisz w Prologu predykat my_is, ktory dziala tak, jakby byl zdefiniowany w naste-
pujacy sposéb:

my_is(V, E) :- V is E.
Predykat ten powinien obstugiwaé 4 podstawowe dziatania. W definicji nie mozesz korzystac ze standardo-

wego predykatu is (i innych arytmetycznych predykatéw prologowych), ale mozesz uzywaé nastepujacych,
zdefiniowanych nizej predykatéw:

add(X,Y,Z) :— number (X), number(Y), Z is X+Y.
mult(X,Y,Z) :- number(X), number(Y), Z is X*Y.
div(X,Y,Z) :— number (X), number(Y), Z is X/Y.
minus(X,Y,Z) :- number(X), number(Y), Z is X-Y.

Matematyka dyskretna

Nie korzystajac z Tw. Kuratowskiego pokaz, ze K3 3 nie jest planarny.

Metody numeryczne

Za rozwigzanie zadan mozna otrzymaé tacznie 12 punktéw. Otrzymanie 4 pkt. gwarantuje ocene dosta-
teczna, prég dla dst+ to 5.5 pkt., dla db — 7 pkt., dla db+ 8.5 pkt., a dla bdb — 10 pkt.

1. |4 punkty | Zadanie obliczeniowe, o ktérym wiadomo, ze jest dobrze uwarunkowane (przypomnij, co
to oznacza) rozwiazujemy przy pomocy algorytmu numerycznie poprawnego (podaj jego definicje).

Czy wyznaczony w ten sposéb wynik jest wiarygodny? OdpowiedZ uzasadnij.



2. |4 punkty | Niech dana bedzie funkcja ciagla f majaca w przedziale (a,b) doktadnie jedno miejsce
zerowe « i spelniajaca warunek f(a)f(b) < 0. Sformulyj i kréotko uzasadnij algorytm bisekcji znaj-

dowania miejsca zerowego a funkcji f. Ile krokéw metody bisekcji nalezy wykonaé, aby wyznaczy¢
przyblizona wartos¢ « z bledem bezwzglednym mniejszym niz zadane € > 07

3. |4 punkty | Niech dana bedzie funkcja ciagla f, liczby rzeczywiste a < b oraz liczba naturalna
m. W jezyku PWO++ procedura RombergTable(f,a,b,m) znajduje m-ty wiersz tablicy Romberga
przyblizen wartosci catki

1= /  f)ae,

czyli elementy To ;—1,T1,m—2, .- ., Tm—1,0 tej tablicy. Niestety, procedura ta ma pewne ogranicze-
nie, mianowicie: musi byé m < 50. W jaki sposéb, uzywajac procedury RombergTable tylko raz
mozna efektywnie wyznaczy¢ wszystkie elementy 50-tego wiersza tablicy Romberga odpowiadaja-
cego calce I7

Algorytmy i struktury danych

Za rozwigzanie obydwu zadan z tej czeSci mozna otrzymaé¢ w sumie do 9 punktéw. Skala ocen:
ponizej 3 punktéw — ocena niedostateczna (egzamin niezdany), 3 punkty daja ocene dostateczna, 4
— dostateczna z plusem, 5 — dobra, 6 — dobra z plusem, 7 albo wiecej punktéw daje ocene bardzo
dobra.

Zadanie 1: wydawanie reszty réznymi nominatami (4 punkty)

Rozwazmy nastepujaca wersje problemu wydawania reszty. Danych jest n nominaléw monet x1, xa,
..., Tp, (nominaly sa liczbami naturalnymi) oraz pewna kwota v. Zadanie polega na uzbieraniu kwoty v,
wykorzystujac kazdy nominal co najwyzej raz.

Opracuj algorytm rozwiazujacy to zadanie w czasie pseudowielomianowym O(nv). Opisz ide¢ algo-
rytmu, a potem zapisz go w pseudokodzie (wraz z niezbednymi komentarzami). Uzasadnij, ze opisany
algorytm dziala poprawnie.

Zadanie 2: poprzednik elementu w B—drzewie (5 punktéw)

Opisz szczegodtowo strukture B—drzewa.

Nastepnie opracuj efektywny algorytm wyznaczajacy poprzednika pewnego klucza przechowywanego
w B—drzewie. Przedstaw idee tego algorytmu, a potem zapisz go w pseudokodzie (wraz z niezbednymi
komentarzami). Uzasadnij, ze opisany algorytm dziala poprawnie i przeanalizuj jego zlozonosé oblicze-
niows.



Matematyka II — Algebra

Zadanie 1. (4p)

A:

=)
>N =
© &~ =

Sprawdzié¢ czy A jest macierzg dodatnio okreslona.

Zadanie 2. (4p) Obliczy¢ nwd (najwiekszy wspélny dzielnik) liczb 3960 oraz 80850. Przedstawié¢ ten
dzielnik jako kombinacje liniowa (o wspdlczynnikach calkowitych) wspomnianych liczb.

Zadanie 3. (6p)

A1 0 0
0 1 0
J = o " .o
o o0 --- Xx 1
00 --- 0 )\_

J € R™* ™, Podaé krotnosci algebraiczne i geometryczne wartosci wlasnych tej macierzy.

Progi punktowe: 4 punkty — ocena dst, 6 — dst+, 8 — db, 10 — db+, 12 — bdb.

Jezyki formalne i ztozonos$é obliczeniowa

Stowo nieskonczone nad alfabetem Y to dowolny, nieskonczony ciag elementéw 3. Deterministyczny au-
tomat skonczony dziala na stowach nieskonczonych tak samo, jak na stowach skonczonych, tyle, ze nigdy
sie nie zatrzymuje. Powiemy, ze automat akceptuje dane stowo nieskoniczone, jesli w czasie czytania tego
stowa, od pewnego momentu jest juz caly czas w stanie akceptujacym. Jezyk stéw nieskonczonych takiego
automatu to zbiér tych stéw, ktoére automat akceptuje.

1. Czy klasa jezykdéw stow nieskonczonych rozpoznawanych przez deterministyczne automaty skonczone
jest zamknieta na przeciecie? (1p)

2. Czy jezyk stéw nieskoniczonych nad alfabetem ¥ = {a, b}, ktére maja nieskonczenie wiele b, daje sie
rozpoznawaé deterministycznym automatem skonczonym? (2p)

3. Cgzy nastepujacy problem mozna rozwigzaé¢ w czasie wielomianowym: dla danego deterministycznego
automatu skonczonego, czy istnieje stowo nieskonczone akceptowane przez ten automat? (2p)

Ocena to liczba zdobytych punktow.



