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1. [1] Rozwa»my graf G = (V, E) z wierzchoªkami V = {1, 2, 3, 4} i kraw¦dziami E =
{(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 2)}. Niech prawdopodobie«stwo teleportacji wynosi α = 0.01.
Podaj macierz A procesu Markowa dla metody PageRank. Wyznacz PageRank:

(a) przybli»ony: iteracyjnie, wykonuj¡c cztery kroki, startuj¡c z wektora
r = (0.25, 0.25, 0.25, 0.25);

(b) dokªadny: poprzez wyznaczenie wektora wªasnego bezpo±rednio, tzn. znajduj¡c
rozwi¡zania odpowiedniego ukªadu równa« liniowych (podaj ten ukªad równa«).

Na ¢wiczeniach przedstaw wyniki oblicze«.

2. [0.5] (21.12) Rozwa»my algorytm PageRank z prawdopodobie«stwem teleportacji równym
α, gdzie n to liczba wierzchoªków grafu. Poka», »e pagerank ka»dej strony wynosi co
najmniej α/n. W oparciu o ten fakt wyci¡gnij wnioski na temat ró»nic mi¦dzy rangami
ró»nych dokumentów gdy α jest bliskie 1.

3. [1.5] Przyjmijmy, »e prawdopodobie«stwo teleportacji wynosi α.

(a) Opisz jak zmienia si¦ w iteracyjnej metodzie wyznaczania PageRank ranga wierz-
choªka, który w oryginalnym gra�e ma stopie« wej±ciowy 0.

(b) Opisz jaki wpªyw na ostateczne warto±ci PageRank maj¡ wierzchoªki o stopniu
wyj±ciowym 0.

(c) Opisz wpªyw wierzchoªków o stopniu wej±ciowym/wyj±ciowym zero na wyniki al-
gorytmu HITS.

4. [1] Niech x1, . . . , xn ∈ Rn b¦d¡ wektorami wªasnymi macierzy A ∈ Rn×n, a λ1, . . . , λk ∈
R odpowiadaj¡cymi im warto±ciami wªasnymi. Niech te» 1 = |λ1| > . . . > |λn|. Za-
ªó»my, »e ka»dy wektor v ∈ Rn mo»na jednoznacznie przedstawi¢ jako kombinacj¦ lin-
iow¡ wektorów x1, . . . , xn. Poka», »e ci¡g Av, Av2, Av3, . . . zbiega do warto±ci x1 dla
ka»dego v 6= 0n.

5. [1] (21.13-21.15) W metodzie PageRank zorientowanej na temat przyjmuje si¦, »e algo-
rytm PageRank uruchamiamy dla grafu Y b¦d¡cego podgrafem caªej sieci, zawieraj¡cym
podgraf S stron dotycz¡cych danego tematu.

(a) Zaªó»my, »e Y = S. Jak wówczas zde�niujesz macierz odpowiedniego procesu
Markowa? Pami¦taj, »e otrzymany w efekcie proces Markowa powinien by¢ er-
godyczny.

(b) Uzasadnij, »e wybór Y b¦d¡cego pewnym wªa±ciwym nadgrafem S mo»e da¢ lepsze
wyniki ni» Y = S. Zaproponuj taki wybór Y .

(c) Niech s b¦dzie stron¡ nale»¡c¡ do klasy S. Czy warto±¢ pagerank s w klasie K musi
by¢ wi¦ksza (b¡d¹ równa) warto±ci pagerank strony s w caªej kolekcji dokumentów?



6. [1] (21.16-21.17) Rozwa»my sytuacj¦, w której mamy wyliczone warto±ci pagerank dla
stron w obr¦bie dwóch kategorii K1 i K2, przy tym samym prawdopodobie«stwie tele-
portacji równym α. Rozwa»my teraz u»ytkownika zainteresowanego zarówno kategori¡
K1 jak i K2, ale w proporcjach takich, »e K1 preferuje w q · 100% dla 0 < q < 1.
Zaªó»my wi¦c, »e w przypadku teleportacji (wybieranej z prawdopodobie«stwem α)
skaczemy do stron z kategorii K1 z prawdopodobie«stwem q a do stron z kategorii K2

z prawdopodobie«stwem (1− q). Oczywi±cie, teleportacja do ka»dej ze stron w obr¦bie
danej kategorii jest tak samo prawdopodobna.
Dla uproszczenia mo»esz zaªo»y¢, »e

• pagerank w obr¦bie kategorii liczymy tylko dla podgrafu stron z tej kategorii (w
szczególno±ci, dla K1 ∪K2 rozwa»amy sum¦ podgrafu odpowiadaj¡cego K1 i pod-
grafu odpowiadaj¡cego K2);

• nie ma linków mi¦dzy K1 i K2.

Twoje zadanie:

(a) Opisz macierz procesu Markowa odpowiadaj¡cego rankingowi dla K1∪K2, uzale»-
niaj¡c j¡ od macierzy odpowiadaj¡cych procesom Markowa dla K1 i K2 oraz od
q.

(b) Poka», »e zde�niowany w tym zadaniu proces Markowa jest ergodyczny. A zatem,
rozkªad stacjonarny mo»na wyznaczy¢ jako wektor wªasny macierzy opisanej w
poprzednim podpunkcie.

7. [1] (21.18) Dla sytuacji opisanej w poprzednim zadaniu uzasadnij, »e pagerank dla kate-
gorii K1∪K2 z parametrem q mo»na uzyska¢ jako kombinacj¦ liniow¡ qpK1 +(1−q)pK2 ,
gdzie pKi to wektor pagerank dla kategorii Ki (warto±ci rang wierzchoªków nie nale»¡-
cych do Ki s¡ równe 0).

8. [0.5] Algorytm HITS wykonuje obliczenia na maªym podgra�e caªej sieci. Przedstaw
sposób wyboru podgrafu i uzasadnienie dla takiego wyboru. (Oprzyj si¦ na oryginalnym
artykule Jona Kleinberga).


