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Streszczenie

W tej pracy sprobujemy rozszerzyé logike ze straznikami GF? o mozliwo$é¢ uzywania
pewnych konstrukcji z logiki modalnej PDL. Najpierw pokazemy, ze dodanie mozliwosci sto-
sowania zlozenia, nawet po ograniczeniu do relacji wystepujacych jedynie w straznikach,
prowadzi do nierozstrzygalnoéci problemu spelnialnosci. Nastepnie rozwazymy stosowanie
operacji przechodniego domkniecia relacji atomowych. Z wczesniejszych wynikéw wiadomo,
ze zezwolenie na uzywanie przechodniego domkniecia w dowolnym miejscu formuly prowa-
dzi do nierozstrzygalnosci problemu spelnialnosci. Okazuje sie jednak, ze jesli zezwalamy
na stosowanie przechodniego domkniecia tylko dla relacji, ktére wystepuja jedynie w straz-
nikach, to taka logika jest rozstrzygalna w czasie podwojnie wykltadniczym, wiec, na mocy
wczedniejszych wynikéw, 2EXPSPACE-zupelna.



1 Wprowadzenie

Logiki modalne zostaly wprowadzone w celu poszerzenia rachunku zdar o mozliwoéé¢ wyraza-
nia mozliwosci (Q) i koniecznosei (). Poczatkowo te logiki byly wykorzystywane gtownie przez
filozofow. Wraz z rozwojem komputeréw zaczeto szukaé sposobu, aby wykorzystywaé te logiki do
weryfikacji programéw komputerowych oraz sprzetu. Ze wzgledu na stosunkowo malty site wy-
razu klasyczne logiki modalne okazuja sie jednak czesto niewystarczajace, wiec zaproponowano
wiele rozszerzen tych logik.

Zdaniowa logika dynamiczna (PDL), wprowadzona w [7], jest jednym z najbardziej znanych
rozszerzen logik modalnych. Szczegolnie dobrze nadaje sie do opisywania wtasnosci programéw
zapisanych w imperatywnych jezykach programowania, gdyz pozwala elegancko wyrazaé petle
oraz sktadanie instrukcji. Rok po wprowadzeniu logiki PDL w pracy [16] udowodniono, ze pro-
blem spelnialnosci dla tej logiki jest EXPTIME-zupehiy. Dla poréwnania, problem spetnialno$ci
dla zwyktych logik modalnych jest PSPACE-zupelny.

Strzezony fragment logiki pierwszego rzedu, zwany rowniez logika ze straznikami (GF), zostal
po raz pierwszy wprowadzony w pracy [1]. Gléwna motywacja przy definiowaniu tej logiki byta
chet¢ zanurzenia logiki modalnej w logice pierwszego rzedu w taki sposéb, by nie utracié rozstrzy-
galnosci podstawowych probleméw decyzyjnych. W odréznieniu od zwyktej logiki pierwszego
rzedu, w logice ze straznikami wymagamy, by po kazdym kwantyfikatorze pojawil sie straznik,
to znaczy formuta, ktéra ogranicza wszystkie zmienne wolne wystepujace w podformule, ktéra
wiaze ten kwantyfikator. Peina definicje GF mozna znalez¢ w rozdziale 2.

W pracy, w ktorej zdefiniowano GF ([1]), pokazano réwniez dowod rozstrzygalnosci problemu
spetnialnosci dla wariantu GF bez réwnodci. W ogélnym przypadku problem spetialnosci okazat
sie by¢ 2EXPTIME-zupelny ([12]), jednak przy ograniczonej liczbie zmiennych w formule problem
staje sie jedynie EXPTIME-zupetny. Dla poréwnania, fragment logiki pierwszego rzedu z dwiema
zmiennymi (FO?) jest NExpTiME-zupetny ([9]).

Okazuje sie, ze zdania standardowej logiki modalnej mozna w prosty sposob przetozy¢ na
zdania logiki ze straznikami z dwiema zmiennymi, zastepujac zmienne przez unarne predykaty
oraz operatory modalne przez kwantyfikatory ([3], [4]). Taki przektad zwieksza jednak ztozonos¢
obliczeniowa problemu spetnialnogci z PSPACE do EXPTIME, jednak w GF? mozna wyrazi¢ wiecej
wtasnodci.

Przyktad.  Formute OO(p A Og) mozna przetozy¢ na formute Vy(xRy = Jz(yRx A P(x) A
Yy(zRy = Q(y)))) nalezaca do GF. Warto zwroci¢ uwage, ze do przektadu dowolnej formuty
wystarczaja dwie zmienne. Formula Vx(x = z = P(x)) nie ma odpowiednika wéréd formut
logiki modalne;j.

W roku 1997 w pracy [11] pokazano, ze logika FO? poszerzona o mozliwog¢ uzywania re-
lacji przechodnich jest nierozstrzygalna. Dwa lata poZniej w pracy [8] udowodniono réwniez
nierozstrzygalnos¢ dla GF? z relacjami przechodnimi bez réwnosci, jednoczesnie pokazujac, ze
jesli zabronimy uzywania relacji o arnosci wiekszej niz 1 poza straznikami, to logika staje sie
rozstrzygalna. Aby uzyskaé nieco lepsze wyniki, zaczeto definiowaé nieco bogatsze logiki. Nas
beda interesowaé przede wszystkim logika z przechodnimi straznikami ([GF + TG]) oraz logika
z przechodnio domykanymi straznikami ([GF+7]). Wspomnimy tez o logice z punktami statymi
(LGF).

Logika uGF powstaje z GF przez dodanie mozliwosci definiowania punktow stalych. W
roku 1999 w pracy [10] pokazano, ze problem spelnialnosci dla strzezonej logiki z punktami
statymi jest 2EXPTIME-zupelny. Zauwazmy, ze to implikuje, ze GF? z przechodnim domknieciem
jest rozstrzygalna, gdy zabronimy uzywania relacji o arnodci wiekszej niz 1 poza straznikami.



Aby sie o tym przekona¢ zauwazmy najpierw, ze dowolng formute tego jezyka mozna zapisa¢ w
postaci normalnej (patrz: rozdzial 2), wobec czego wystarczy pokazac, jak przetozyé¢ formuly
Vy.xTy = p(z,y) oraz Jy.xT Ty A p(z,y), gdzie w ¢ sa tylko unarne symbole relacyjne, na
formuty z jezyka uGF. Dla ustalonej formuty ¢ bez kwantyfikatoréw, niech U bedzie zbiorem
symboli unarnych wystepujacych w tej formule oraz niech ¢ C U. Latwo mozna zdefiniowaé
formute bez kwantyfikatorow ma — typ; taka, ze ma — typi(v) zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy v spelnia wszystkie predykaty z ¢ i nie spelnia zadnego predykatu z U \ t. Mozna roéwniez
zdefiniowa¢ formule bez kwantyfikatorow f taka, ze dla dowolnego v jesli ma — typ(v), to
dla kazdego w zachodzi ¢f (w) <= ¢(v,w), gdyz majac ustalone wartosci wszystkich relacji
dla v mozna sprawdzi¢, jakiego typu punkty spowoduja, ze formuta bedzie spelmiona. Majac
te formuly mozemy zdefiniowaé zbiér elementéw, z ktérych jest osiagalny $ciezka po T punkt
speliajacy ¢f: WF = [LFP Wz.)f (x) V (Jy.2Ty A W(y))] oraz zbiér elementow, z ktorych
kazdy element osiagalny relacja T spelnia ¢f: V¥ = [GFP Wx.f (z) A Vy.aTy A W(y))]. Z
tymi definicjami tatwo juz zdefiniowaé¢ przektad interesujacych nas formut:

o Jy.aT Ty A ¢(x,y) przektadamy na Jy.aTy A Nicy(ma — typi(z) = W7 (y))

o Vy.oTy = o(x,y) przektadamy na Vy.xTy = Nicv(ma — typ(z) = V2 (y))

Zauwazmy, ze ten przektad jest wyktadniczy, co wobec EXPTIME-zupetnosci problemu spetnialno-
sci dla pGF z dwiema zmiennymi daje podwojnie wyktadniczy algorytm rozstrzygajacy problem
spetnialnosci dla tej logiki.

Logika [GF 4+ TG]| powstaje z GF przez dodanie mozliwosci definiowania pewnych relacji
jako przechodnich, przy czym zabrania sie wystepowania takich relacji poza straznikami. W
roku 2001 praca [18] pokazata, ze [GF + TG] jest rozstrzygalna w czasie 2EXPTIME, a zatem,
wobec wczesniejszych wynikow, 2EXPTIME-zupelna.

W tej pracy uzupetnimy wyniki z [18] i [10] dowodzac, ze GF? 2z wyr6znionym zbiorem relacji
binarnych, ktére moga sie pojawiaé¢ tylko w straznikach oraz ktére mozna przechodnio domykaé,
ma 2EXPTIME-zupelny problem spelnialnosci.

Aby zyska¢ motywacje, porownajmy site wyrazu [GF + TG] z [GF+7]. Oczywiscie, kazda
wlasnosé definiowana formuta z [GF + TG] jest wyrazalna w GF z przechodnim domknieciem,
gdyz kazda relacje przechodnia mozemy zastapié¢ przez przechodnie domkniecie pewnej nowej
relacji. Interesujace jest zatem pytanie, czy [GF+7] pozwala zdefiniowac jakies wlasnosci, ktore
nie sg wyrazalne w [GF + TG]. Zauwazmy, ze wlasnos¢ ,dana relacja jest przechodnia” jest
wyrazalna w logice pierwszego rzedu. Oznacza to, ze wszystkie formuty wyrazalne przez logike
[GF + TG] mozna przetozy¢ na logike FO. Znanym faktem ([2]) jest, ze w FO nie mozna wyrazi¢
wlasnosci ,z pewnego punktu spelniajacego S jest osiagalny $ciezka po R pewien punkt spel-
niajacy T7. Wlasnoé¢ t¢ mozna jednak wyrazi¢ w [GF+7] zdaniem Jx.S(z) A Jy.xRTy AT (y).
Zatem [GF+71] rzeczywiscie zwigksza liczbe wlasnosci, ktore mozna wyrazi¢. Zauwazmy tez, ze
przechodnie domkniecie lepiej nadaje sie do opisu programéw niz relacje przechodnie, gdyz dzieki
niemu mozna opisaé relacje przej$cia w jednym kroku, a nastepnie sprawdzaé¢ pewne wtasnodci,
ktére moga zajs¢ po dowolnie wielu krokach.

Niestety, formalny dowod faktu, ze istnieja formuty w [GF+7], ktorych nie daje sie wyrazi¢
w uGF, nie jest obecnie znany. Wydaje sie jednak, ze w logice z punktami stalymi nie mozna
powiedzieé¢, ze biezacy element v jest w ustalony sposéb potaczony relacjami binarnymi z ele-
mentem osiggalnym z v pewna Sciezka po R, wiec formuly Voy.xRTy = (P(y) < zSy) nie da
sie wyrazi¢ w uGF. Warto rowniez zauwazy¢, ze gdyby [GF+1] dala si¢ wyrazi¢ w uGF, to tym
bardziej [GF + TG] by sie data, co by zmniejszyto wage niektoérych znanych wynikéw (np. [18]).

Ten dokument sktada sie z dwoch istotnych czesci: dowodu nierozstrzygalnosci GF? ze ztoze-
niem oraz dowodu rozstrzygalnosci GF? z przechodnim domknieciem. Rozdziat 2 wprowadza de-



finicje niezbedne do zrozumienia dalszych rozdziatéw. Zaktada sie, ze czytelnik zna podstawowe
pojecia zwiazane z logika, wiec definicje elementarnych poje¢ pominieto. Rozdzial 3 dowodzi,
ze logika ze straznikami, w ktérej dodatkowo zezwolimy na skladanie relacji samej z soba pod
warunkiem, ze ta relacja nie wystepuje poza straznikami, ma nierozstrzygalny problem spetnial-
nodci. To implikuje, ze nie da sie tatwo przelozyé¢ catego PDL na wariant GF. W kolejnych
rozdzialach sprébujemy zbadaé¢ wariant, w ktérym do GF? dodajemy z PDL jedynie operacje
przechodniego domkniecia. W rozdziale 4 zdefiniujemy pewna wlasno$é modelu i zobaczymy,
ze kazda spetnialna formuta logiki [GF+*] ma model o tej whasnosci. Nastepnie w rozdziale 5
zobaczymy algorytm, ktory sprawdza, czy dana formula [GF+*] ma model o tej wlasnosci, a
zatem rozstrzyga problem spetnialnodci dla tej logiki.

2 Preliminaria

2.1 Rodzaje logik

Przez FO bedziemy oznacza¢ cala logike pierwszego rzedu bez symboli funkcyjnych, statych
oraz relacji 0-arnych. Przez GF bedziemy oznaczac¢ logike ze straznikami, ktora jest fragmentem
FO. Formuly dopuszczalne w logice GF to najmniejszy zbior spetniajacy ponizsze warunki:

e kazda formuta atomowa nalezy do jezyka GF
e jesli ¢ oraz ¢ naleza do jezyka GF, to ¥ V ¢, ¥ A p, =) oraz ¢ = ¢ naleza do jezyka GF

e jesli ¥ nalezy do jezyka GF, &,y sa ciagami zmiennych oraz o, y) jest formula atomowa
zawierajaca wszystkie zmienne z ¥ 1 ¥, to VZ.«(Z, i) = (&, §) oraz to 7., §) AN Y(Z, ¥)
naleza do jezyka GF

Formuta a(Z, ) jest czesto nazywana straznikiem. Warto zauwazy¢, ze szczegdlnym przypadkiem
straznika jest formuta x = .

Przez FO* (GF¥) bedziemy oznacza¢ fragment logiki FO (GF), w ktorym dopuszcza sie uzycie
jedynie k zmiennych.

Logike z przechodnio domykanymi straznikami, oznaczana przez [GF+7] definiujemy analo-
gicznie do GF z tg réznica, ze wyr6ézniamy pewien podzbiér binarnych symboli relacyjnych T i
zabraniamy uzywania symboli z T poza straznikami. W straznikach pozwalamy na uzycie za-
rowno tych symboli, jak i ich przechodniego domkniecia, oznaczanego plusem. Podzbior [GF+7]
dopuszczajacy uzycie jedynie dwoch zmiennych bedziemy oznaczaé przez [GF2+1].

Logike ze ztozeniem definiujemy analogicznie do [GF+7], jednak w straznikach pozwalamy
tym razem na uzywanie ztozenia relacji z T', oznaczanego, podobnie jak w PDL, $rednikiem.

Prazyktad.  Formula Vry.wxRy jest formula FO?, ale nie nalezy do GF. Formuta Vz.P(z) =
Vy.x Rty = —S(y), mowiaca, ze z zadnego elementu spetniajacego P nie mozna dojsé relacja R do
elementu spetniajacego S, nalezy do [GF2+7], ale nie nalezy do GF ani FO. Formuta Vay.xSy =
xRy nie jest poprawna w zadnym z rozwazanych jezykéow. Formuta Vay.zR;R;Ry = z =y
nalezy do logiki ze zlozeniem i nie nalezy do zadnej z pozostatych logik.

2.2 Pojecia zwigzane z logikami

Dla danej sygnatury 3 mozemy zdefiniowaé typy punktoéw oraz potaczen pojawiajacych sie w
modelach nad . Pojecie k-typu atomowego jest znane w logice jako maksymalny niesprzeczny



zbiér formut atomowych z k zmiennymi. Nas bedg gtoéwnie interesowaly relacje unarne i binarne,
wiec zdefiniujemy sobie te pojecia w nieco wygodniejszy sposob. Atomowym 1-typem (zwanym
dalej 1-typem) elementu v z modelu 9 bedziemy nazywali zbior ¢ takich symboli relacyjnych R,
ze M E R(x,...,z). Atomowym 2-typem (zwanym dalej 2-typem) pary v, w elementéw modelu
M nazywamy zbiodr ¢ sktadajacy sie z par (1,t,), par (2,t,), gdzie t, i t,, to odpowiednio 1-typy
v 1 w, oraz par (3, R) dla symboli relacji binarnych R takich, ze 9 &= vRw, oraz (4, R) dla
symboli relacji binarnych R takich, ze 9 = wRr. Przycieciem 2-typu ¢ do relacji ze zbioru B
bedziemy nazywali zbior t|p =t N {(a,b)|la <3V b€ B}.

Czesto beda nas interesowaly zaréwno nastepniki, jak i poprzedniki pewnego elementu wzgle-
dem jakiej$ relacji. Dla uproszczenia notacji przez T—! dla danego zbioru T relacji binarnych
lub symboli relacji binarnych bedziemy oznaczaé zbiér {R™'|R € T'}.

Dla danej logiki, problem spelnialnosci formut w tej logice definiujemy nastepujaco: dana
formuta 1) bez zmiennych wolnych, czy istnieje model I taki, ze M = ¢ (model M spelnia )?

2.3 Alternujace maszyny Turinga

Alternujace maszyny Turinga to uogélnienie maszyn niedeterministycznych. Stany alternuja-
cej maszyny Turinga podzielone sa na cztery grupy: stany egzystencjalne (3), stany uniwersalne
(V), stany akceptujace (true) i stany odrzucajace (false). Stany egzystencjalne i uniwersalne,
z ktorych jest mozliwe tylko jedno przejscie, bedziemy nazywaé stanami deterministycznymi.
Sytuacje, w ktorych alternujaca maszyna 91 akceptuje, mozna zdefiniowa¢ indukcyjnie — konfi-
guracja maszyny jest akceptujaca, jesli maszyna jest w stanie akceptujacym, jesli jest w stamnie
uniwersalnym i kazda nastepna mozliwa konfiguracja jest akceptujaca lub gdy maszyna jest w
stanie egzystencjalnym i pewna kolejna mozliwa konfiguracja jest akceptujaca. Maszyna akcep-
tuje stowo w, jesli konfiguracja sktadajaca sie ze stanu poczatkowego i stowa w na tasmie jest
akceptujaca. Wiecej informacji dotyczacych alternujacych maszyn Turinga mozna znalezé w [6].

2.4 Klasy zlozonosci obliczeniowej

Klasy ztozonodci obliczeniowej pozwalaja na uszeregowanie probleméw decyzyjnych wedtug
asymptotycznych czaséow ich dziatania. Dla danej funkcji catkowitej f przez klase (N)TiME(f(n))
oznaczamy klase problemow rozstrzyganych przez (nie)deterministyczna maszyne Turinga w cza-
sie ograniczonym przez f(n), gdzie n jest rozmiarem wejscia. Podobnie, ASPACE(f(n)) oznacza
klase probleméw rozstrzygalnych przez alternujaca maszyne Turinga w pamieci f(n). Niech Poly
bedzie zbiorem wszystkich wielomian6w. W tej pracy beda nas szczeg6lnie interesowaé klasy

2(N)EXPTIME = U (N)TIME(QQ”(”))
pEPoly

AExpspacE = | ] Aspacg(2/™)
pEPoly

oraz znany fakt (|6]):
AEXPSPACE = 2EXPTIME

2.5 Postaci normalne

Definicja 2.1. Powiemy, ze formula ¢ € FO? jest w postaci normalnej Scotta [17], jesli jest
koniunkcja formut postaci



(1) Fz.p(x)
(ii) Vay.o(z,y)
(iii) Vz.3y.0(z,y)

gdzie p(z) 1 d(x,y) nie zwieraja kwantyfikatorow oraz w 1 nie ma symboli relacyjnych o arnosci
wiekszej niz 2. Powiemy, ze w jest swiadkiem dla elementu v, jesli dla pewnej formuty typu (iii)

zachodzi §(v, w).

Kazda formule FO? mozna w wielomianowym czasie przeksztalci¢ do formuly w postaci
normalnej Scotta w taki sposéb, aby otrzymana formuta byla speinialna wtedy i tylko wtedy,
gdy wyjsciowa formuta byla spetnialna. Co wiecej, formuta po przeksztatceniu ma modele tej
samej mocy, co formuta wyjsciowa. Posta¢ normalna Scotta bedzie dla nas szczeg6lnie uzyteczna
ze wzgledu na podobienstwo do postaci normalnej dla [GF247].

Definicja 2.2. Powiemy, ze formuta 1) € [GF?47] jest w postaci normalnej, jesli jest koniunkcja
formul postaci

(1) Fz.a(z) A p(z)
(ii") Vzy.B(z,y) = é(z,y)
(iii’) Ve.a(x) = Jy.B(z,y) Ad(x,y)

gdzie a(x) oraz ((z,y) sa poprawnymi straznikami, a p(x) i 0(x, y) nie zwieraja kwantyfikatorow.

Lemat 2.3. Kazdg formule ¢ jezyka [GF2+1] nad sygnaturg ¥ mozna efektywnie przeksztatcié
do zbioru formut § jezyka [GF24+7] nad sygnaturg X'w postaci normalnej tak, ze

o o jest spetnialna wtedy i tylko wtedy, gdy \/ 0 jest spelnialna
o 6| =02¥) oraz X' = O(||) oraz dla kazdego 1 € & zachodzi |1h| = O(||log ||)

e |0| moze zostaé obliczona w wyktadniczym czasie, a kazda ¢ € § moze zostaé obliczona w
czasie wielomianowym wzgledem ||

Dowod tego lematu jest bardzo podobny do dowodu lematu 3.2 z pracy [18] dotyczacego ana-
logicznej wlasnosci dla GF* z relacjami przechodnimi, gdyz w tym dowodzie w zadnym miejscu
nie wnika sie w postac¢ straznikow.

Dodatkowo bedziemy zaktadac, ze koniunkt postaci (i’) pojawia sie w formule doktadnie 1
raz. Jesli pojawia sie wiecej razy, kazde kolejne wystapienie Jz.a(x) A p(z) mozna zastapic przez
Yy.y =y = Jz.a(x)Ap(z), natomiast jesli nie pojawia sie weale oraz nie akceptujemy rozwiazania
w postaci modelu nie zawierajacego zadnych elementéw, to mozna dodac¢ formute Jz.x = x A T.
Co wiecej, uzywajac techniki zaprezentowanej w [9] mozna wszystkie predykaty o arnosci wiekszej
niz 2 zastapi¢ predykatami binarnymi, nie wychodzac poza nasza posta¢ normalng. Bedziemy
wiec dalej zaktadaé, ze w formule wystepuja tylko predykaty unarne i binarne.

Analogicznie do przypadku FO? powiemy, ze w jest Swiadkiem dla elementu v, jesli dla pewnej
formuty typu (iii’) v spelia a(v) oraz zachodzi B(v,w) A é(v, w).



3 Nierozstrzygalnosé zlozenia

Dowdéd nierozstrzygalnosci problemu spetnialnodci dla wariantu logiki strzezonej ze ztozeniem
jest implikowany przez wyniki z pracy [13|. Praca ta zawiera rowniez dowod, ze ta logika staje sie
rozstrzygalna, jesli zabronimy uzywania symbolu réwnoéci. My zobaczymy, ze wariant z réwno-
$cig nawet z dodatkowymi ograniczeniami ma nierozstrzygalny problem spetnialnosci. Okazuje
sie, ze do pokazania nierozstrzygalnosci ztozenia wystarczy sktada¢ relacje z soba sama. Dla uta-
twienia bedziemy stosowaé nastepujace oznaczenia: R' = R oraz R'T! = R%; R. Logike, w ktorej
zezwalamy tylko na sktadanie relacji samej ze sobg, bedziemy nazywaé¢ GF z potegowaniem.

Twierdzenie 3.1. Problem spetnialnosci GF? z potegowaniem jest nierozstrzygalny.
Dowdd. Przez &y bedziemy oznaczaé model sktadajacy sie ze zbioru wierzchotkéw N? oraz dwéch

relacji: V = {((z,n), (z,n + 1))|x,n € N} oraz H = {((n,y), (n + 1,y))|n,y € N}. Model &y
jest nazywany krata.

W celu pokazania nierozstrzygalnosci skorzystamy z ponizszego lematu (sformutowanego w
nieco wiekszej ogolnosci w [15], na bazie techniki prezentowanej w [5]):

Lemat 3.2. Niech L bedzie rozszerzeniem GF? bez réwnosci. Jesli istnieje formuta ¢ € L taka,
ze:

(1) &N moze zostaé rozszerzony do modelu ¢ przez okreslenie dodatkowych relacyi

(2) jesli M = @, to istnieje homomorfizm z Gy w M

to problem spetnialnosci dla L jest nierozstrzygalny.

Wystarczy zatem zdefiniowaé taka formute. Sygnatura dla naszej formuty bedzie sie sktadata
z unarnych symboli H; ; dla 4,5 € {1,2,3,4} oraz binarnych R, H,V. Dla uproszczenia notacji
zdefiniujmy tez nastepujace operacje:

o ©:{1,2,3,4}2 — {1,2,3,4} taka, ze i ® j = k wtedy i tylko wtedy, gdy i+ j = k (mod 4)

e ©:{1,2,3,4}% — {1,2,3,4} taka, ze i © j = k wtedy i tylko wtedy, gdy i — j = k (mod 4)
Niech ¢ bedzie koniunkcja nastepujacych formut:

(1) istnieje element spetniajacy Hi i
(2) kazdy element spelnia doktadnie jeden z predykatow H; ;

(3) Va.H; j(z) = (Jy.2Ry AN H; jo1(y)) N (Jy.yRe AN Higr;(y)) dla 1 < 4,5 < 4 takich, ze
i+ j jest parzyste (wymusza istnienie odpowiednich nastepnikéw i poprzednikow dla tych
elementow, ktore spetniaja H; ;)

(4) Vo.H; j(z) = (Jy.2Ry A Hig1,j(y)) A (y.yRz AV jer(y)) dla 1 <i,j < 4 takich, ze i + j
jest nieparzyste

(5) Vay.aR R; R Ry = \/; jeq103.4y(Hijj(x) A Hijj(y)) = @ =y (jesli elementy sa odlegle
dokladnie o 4 i spelniaja te sama relacje H; j, to sa réwne)

(6) formutly definiujace relacje H i V:
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Rysunek 1: Model K formuty ¢ (dla czytelnosci nie zaznaczono relacji V' i H).

o Vay.xRy = H; j(z) = (Hig1,;(

) y) = H(y,z)) N (Hije1(y) = V(z,y) A (Hie11(y) =
H(z,y)) A (H1je1(y) = V(y, )

) Y

(

dla ¢, 5 takich, ze ¢ + j parzyste

= H(z,y)) N (Hijo1(y) = V(y,2)) A (Hie11(y) =
dla ¢, 5 takich, ze i + j nieparzyste

o Vzy.xRy = H; j(x) = (Hig1;(
H(y,z)) A (Hijer(y) = V(z,y)

Latwo zauwazy¢, ze model K z rysunku 1 jest modelem . Co wiecej, dla kazdego modelu
M formuly o, istnieje homomorfizm h z K w I, a wiec takze z Gy w M. Dla ustalenia notacji
przyjmijmy, ze lewy dolny rog K nazywamy elementem (0,0), a element odlegly od (0,0) o k
przejs¢ w prawo i [ w gore nazywa sie (k,[). Zdefiniujmy roéwniez porzadek na tych elementach
taki, ze (k,1) < (m,n) < k+1 < m+n. Zauwazmy, ze ten porzadek jest dobrze ufundowany,
wiec mozna przeprowadzi¢ indukcje zgodnie z nim.

Wezmy dowolny model 991 formuly . Zbudujemy teraz indukcyjnie homomorfizm A jedno-
czesnie dowodzac, ze dla dowolnego (k, 1) po ustaleniu wartosci A((k+ 1,14 1)) istnieje w 9 od-
powiednio potaczony (tzn. zgodnie z rysunkiem 1) kwadrat ztozony z elementow h((k,1)), h((k+
1,0),h((k,14+1)),h((k+1,1+1)). Wobec tego, ze w modelu K kazdy z punktow jest potaczony
tylko z punktami odlegtymi o 1, to ta lokalna wlasnosé wystarcza, aby h bylo homomorfizmem.

Zauwazmy na poczatek, ze w punkcie 1 wymuszamy istnienie elementu h((0,0)). Wezmy
dowolne ki [. Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze k,l > 0 oraz ze k mod 4 = mod 4 = 0 (pozostate
przypadki sa podobne). Z zatozenia indukcyjnego wiemy, ze istnieja punkty h((k,1)), h((k,1+1))
oraz h((k + 1,1)) takie, ze h((k,l1))Rh((k,l + 1)), h((k + 1,1))Rh((k,l)), oraz te punkty maja
odpowiednie typy: Ha1(h((k+1,1))) i Hi2(h((k,l +1))). Z cztonu 4 dla h((k + 1,1)) wynika,
ze istnieje v1 € M takie, ze Hp2(v1) oraz viRh((k + 1,1)), natomiast dla h((k + 1,1)) wynika,
ze istnieje vy takie, ze Hao(v2) oraz h((k,l + 1))Rve. Mamy zatem $ciezke relacja R: vy, h((k +
1,1)),h((k,1)), h((k,1 4+ 1)), vo, na ktorej vy i vy spelniaja ten sam predykat Hy o oraz sa odlegte
o 4. Z czlonu 5 dostajemy wiec v = vo i ustalamy h((k+ 1,1+ 1)) = vy.

Pozostaje tylko zauwazy¢, ze punkt 6 rzeczywiscie definiuje odpowiednie potaczenia relacjami
ViH. O

Uzywajac bardzo podobnej techniki mozna pokaza¢, ze GF? ze zlozeniem, w ktorym za-
bronimy sktadania relacji samej z soba, ma nierozstrzygalny problem spelnialnosci — wystarczy
zadbaé o to, by relacje o réznych kierunkach i zwrotach miaty rézne nazwy i odpowiednio do-
stosowaé do tego wszystkie cztony formuty ¢. W analogiczny sposéb mozna réwniez wykazad,



ze problem skoriczonej spetnialnogci dla GF? ze ztozeniem jest nierozstrzygalny. Przez problem
skoniczonej spetnialnosci rozumiemy tu pytanie, czy dana formuta ma model skoniczony.

4 Wtlasnos$é modelu rozgaltezionego dla GF2++

Dowdd rozstrzygalnosci dla [GF?+*] bazuje na idei przedstawionej w [18]. Oba dowody
tworza najpierw model o pewnej uzytecznej wlasnodci, opierajac sie na nastepujacych pomystach:

(1) Bierzemy formute w postaci normalnej i jej model.

(2) Zauwazamy, ze wystarczy, by w tym modelu miedzy dowolnymi dwoma punktami byto
polaczenie najwyzej jedna relacja z tych, ktore sa przechodnie/przechodnio domykane.

(3) Wybieramy punkt z tego modelu i od niego zaczynamy budowaé nowy model.

(4) Jesli ten punkt jest w jakiejs klice ztozonej z relacji przechodnich /przechodnio domykanych,
to bierzemy te klike, kompresujemy i dodajemy do budowanego modelu.

(5) Jesli element wymaga jeszcze jakich$ swiadkow, to znajdujemy éciezke w modelu do tego
swiadka, kompresujemy ja i dodajemy ja do modelu.

(6) Rekurencyjnie zapewniamy $wiadkéw dla nowododanych elementow.

Warto sobie uzmystowié¢, dlaczego zajmujemy sie klikami. Naszym celem jest stworzenie
modelu, ktéry przypomina drzewo. W logice [GF2+7%] mozna napisa¢ formute Va(S(z) =
Vy(xRTy = So(y) = = = y)), ktéra mowi, ze z elementu v spelniajacego Sy nie jest osiggalny
Sciezka relacja R zaden element rozny od v, ktory spetnia Sp. Jesli dodamy do tego formuty
mowiace, ze kazdy element spelia doktadnie jeden z predykatéw Sy, ..., S,—1, istnieje element
spetniajacy Sp, oraz formuly Vr.S;(z) = Jy.xRy A S(it1) mod n(y) dla i < n, to otrzymamy
formute, ktérej kazdy model zawiera cykl dtugosci n. Nieco staranniejsze podejscie pozwala wy-
raza¢ nawet cykle dlugosci wyktadniczej. W zwiazku z tym struktura modelu lokalnie czasem
nie moze przypominaé drzewa. Okazuje sie, ze w obu logikach kazdy taki niedrzewiasty fragment
mozna w pewnym sensie skompresowa¢ do fragmentu o jedynie wyktadniczym rozmiarze.

Istotne roznice miedzy dowodami wystepuja w punktach 4 i 5 i wynikaja gtéwnie z tego, ze
tym razem pojawiajace sie kliki nie sa po prostu polaczone na zasadzie ,kazdy z kazdym”, ale
na zasadzie ,z kazdego punktu mozna dojs¢ do kazdego”. Jest mozliwe, ze pomiedzy pewnymi
punktami w takiej klice w og6le nie moze by¢ bezposredniego potaczenia. Dlatego najpierw
przystosujemy technike kompresji klik tak, by pasowala do sytuacji, w ktorej otrzymany model
dopiero po przechodnim domknieciu jednej z relacji ma by¢ klika. W tym celu wykazemy pewna
wlasnosé FO?, ktora wydaje sie by¢ ciekawa sama w sobie.

Definicja 4.1. Powiemy, ze model I jest dwuspdjny wzgledem relacji T, jesli istnieje element
modelu v taki, dla dowolnego elementu modelu w # v zachodzi M = vT w A wT v.

Zauwazmy, ze model jest dwuspdjny wzgledem relacji T wtedy i tylko wtedy, gdy caly model
jest klika wzgledem przechodniego domkniecia 7.

4.1 Wtlasno$é modelu wykladniczego dla dwuspé6jnego FO?

Niech U = {U;,Us,...,U,} bedzie zbiorem unarnych symboli relacyjnych, B = {T', By, Ba,
..., By} — zbiorem binarnych symboli relacyjnych oraz ¥ = BUU. Ustalmy formute jezyka FO?



w postaci normalnej Scotta nad sygnaturg X

k
= Ta.p(x) AVaVyd(a,y) A [\ VaTyi(e, y)
i=1
taka, ze M jest dwuspdjnym wzgledem T modelem ¢ o uniwersum M. Pokazemy, ze ten model
mozemy przebudowac¢ do modelu o rozmiarze wyktadniczym wzgledem ||, nie tracac dwuspoj-
nosci.

Definicje 4.2.

e Elementami krdlewskim: nazywamy te elementy, ktére w modelu maja unikalny 1-typ.

e Sciezka relacja R nazywamy ciag wierzchotkow vy, vs, ..., v, taki, ze dla kazdego i < k
zachodzi M = v; Rvj41.

e Sciezke s,v1,...,vy,t nazgywamy niekrdlewskq, jesli zaden z elementéw vy, ..., v, nie jest
krolewski.

o Skrotem $ciezki s, ..., vp;, Vi, ..., Vf,Upj, - ., t, na ktorej wierzchotki v; oraz v; maja takie
same 1-typy, nazywamy Sciezke s,...,vp;, Vi, Unj, ... ,t, na ktorej wierzchotki v; i vy, sa
polaczone dokladnie tak, jak v; z v,; na skracanej Sciezce.

e Powiemy, ze Sciezka s jest kompresjg Sciezki t, jesli s nie ma zadnego skrétu oraz istnieje
ciag r1,7r2,...,ry taki, ze r; =t, r, = s oraz ;41 jest skrotem r; dla 1 <¢ < n.

Zauwazmy, ze jesli sygnatura jest skoticzona, to kazda sciezke mozna skompresowac do $ciezki
o rozmiarze wyktadniczym wzgledem rozmiaru sygnatury.

Lemat 4.3. Niech ¢ bedzie formutg FO? w postaci normalnej Scotta nad sygnaturg ¥ z wy-
rdznionym binarnym symbolem relacyjnum T, sktadajocq sie z k koniunktéw tokq, ze I jest
dwuspdjnym wzgledem T modelem tej formuty. Wtedy formuta ¢ ma model dwuspdiny wzgledem
relacii T o rozmiarze co najwyzej k - 22¥11° w ktorym wystepuja wszystkie 1-typy z modelu M.

Dowdd lematu. Zbudujemy model 9 o uniwersum M’ taki, ze |M’| < k- 222145, Dowod bedzie
przebiegat podobnie do dowodu wtasnogci modelu wyktadniczego dla FO?, zaprezentowanego w
[9]. Model bedzie sktadal sie z nastepujacych czesci: patacu krolewskiego Vi, dworu Vg i trzech
miasteczek Vq, V5 i V3, tworzonych nastepujaco:

(1) Do patacu krolewskiego wstawiamy wszystkie elementy krolewskie z 9, zachowujac ich 1-
typy. Jesli zaden element krélewski nie spelnia p, to dodatkowo patacu umieszczamy jedna
kopie elementu, ktéry w N spetnia p. Wszystkie polaczenia wewnatrz patacu ustalamy
tak, jak w 9.

(2) Do dworu wstawiamy w pierwszej kolejnosci kopie tych elementéw, ktore sg swiadkami dla
odpowiednikéw elementéw z patacu w 9, wraz z odpowiednimi potaczeniami. Bedziemy
te elementy nazywaé rdzennymi dworzanami.

(3) Dla kazdej niepotaczonej relacja T pary (u,v) z patacu krolewskiego, takiej, ze w 9 jest
niekrolewska éciezka s relacja T z v do v, dodajemy kompresje s do dworu.

(4) Dla kazdego elementu dworu, z ktérego nie ma jeszcze Sciezki relacja T' do zadnego elementu
patacu, znajdujemy w 91 $ciezke t do mozliwie bliskiego elementu patacu i, po kompresji,
dodajemy ja do dworu. Analogicznie postepujemy z elementami, do ktérych nie ma §ciezki
od zadnego z elementéw patacu.
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(5) Ustalamy relacje miedzy niepotaczonymi elementami dworu zgodnie z tym, jak byly one
polaczone w M. W tym celu dla kazdej pary wierzchotkéw niepotaczonych znajdujemy
w 9 pare elementéw o tym samym 1-typie i kopiujemy polaczenia miedzy nimi do 9.
Zauwazmy, ze takie pary zawsze istnieja, gdyz wszystkie elementy dworu sa wziete z I, a
ponadto jesli jaki$ typ elementu w 91 wystepowal tylko 1 raz, to w 9 tez zostal dodany
doktadnie raz.

(6) Budujemy trzy miasteczka. W pierwszej kolejnosci do kazdego z miasteczek dodajemy po
k kopii kazdego niekrdlewskiego elementu, ktory wystepuje w M. Te elementy bedziemy
zwali rdzennymi mieszczanami.

(7) Dla kazdego rdzennego mieszczanina v o 1-typie ¢, znajdujemy w 9t mozliwie krotka $ciezke
s1 od elementu tego typu ¢, do patacu krélewskiego w 91 oraz mozliwie krétka $ciezke s
z patacu do elementu typu ¢, i dodajemy kompresje s; oraz kompresje so do miasteczka,
z ktorego v pochodzi, zamieniajac skrajne elementy $ciezki odpowiednio na element v i
element z patacu.

(8) Zapewniamy niekrolewskich $wiadkow wszystkim elementom: dla elementow z Vy oraz
V3 znadujemy $wiadkéw w Vi, dla elementéw z Vi w Vs, zas dla elementéw z Vo w Vs,
Swiadkow tworzymy kopiujac odpowiednie polaczenia z oryginalnego modelu. Zauwazmy,
ze element moze zadaé najwyzej k réznych swiadkéw, wiec k kopii kazdego niekrélewskiego
1-typu wystarczy.

(9) Dla tych par elementow, miedzy ktorymi potaczenia nie byly jeszcze ustalane, znajdujemy
w I punkty o tych samych typach i kopiujemy potaczenie miedzy nimi do nowego modelu.

W ten sposob zostal zdefiniowany caly model 9. Zauwazmy, ze |Vi| < 2181 |V, < (14 2-
2N E|Vi| oraz [Vi| < (14 2-2F0k2>! dla i € {1,2,3}, zatem |M| = O(k - 2¥). Zauwazmy
ponadto, ze:

e Formutla Jzp(z) jest spelniona, gdyz element spelniajacy te formule zostal jawnie dodany
w 1. kroku.

e Wszystkie 1-typy oraz 2-typy z M’ wystepuja rowniez w 9, ponadto elementy krolewskie
pozostaja krolewskimi (nie dodaliémy zadnego elementu krolewskiego poza patacem dzieki
temu, ze wybieraliémy zawsze §ciezki do najblizszego elementu z patacu), wiec formula ¢
jest spelniona.

e Kazdy element posiada wszystkich potrzebnych §wiadkow, wiec wszystkie formuty v; sg
spelnione w M.

e Palac krélewski tworzy dwuspojna sktadowa wzgledem 7.

o Kazdy rdzenny dworzanin oraz mieszczanin jest osiagalny z palacu relacja T' oraz mozna
z niego osiagnac¢ palac relacja T' — odpowiednie §ciezki zostaly dodane w krokach 41 7.

e Kazdy nierdzenny dworzanin oraz mieszczanin jest osiggalny z patacu relacja 1" oraz mozna
z niego osiagnaé patac relacja T, gdyz znajduje sie on na $ciezce relacja T z pewnego
rdzennego elementu do patacu lub z patacu do rdzennego elementu.

Zatem model spelnia formute ¢, patac tworzy dwuspojna sktadowa i dla kazdego elementu
istnieja $ciezki od niego do patacu i z patacu do niego, wiec otrzymany model jest dwuspojny
wrzgledem relacji T. Wprost z konstrukcji wynika, ze w otrzymanym modelu sa zrealizowane
wszystkie 1-typy, ktore byty zrealizowane w 9. OJ
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Doktadne szacowanie rozmiaru modelu w lemacie bylo potrzebne, aby w algorytmie, ktory
powstanie pdzniej, méc ograniczy¢ rozmiar tworzonych klik. Dla formut, ktore nie sa w postaci
normalnej Scotta, doktadna liczba bedzie zalezata od technicznych detali przektadu do postaci
normalnej, jednak dla wielomianowego przektadu pozostanie ona wyktadnicza wzgledem sygna-
tury. Mozemy wiec sformutowaé ogdélne twierdzenie.

Twierdzenie 4.4. Niech ¢ bedzie formutq FO? nad sygnaturg ¥ z wyrdzniong relacjg binarng
T takg, ze M jest dwuspdinym wzgledem T modelem tej formuty. Wiedy formuta ¢ ma model
dwuspdjny wzgledem relacji T o rozmiarze wykltadniczym wzgledem |X).

4.2 Konstrukcja modelu rozgalezionego dla [GF?+]

Wezmy dowolna formule ¢ = Jz.p(x) A /\g:1 Vry.di(x,y) A /\f:1 Ve.oi(z) = Jyabi(x,y) w
postaci normalnej nalezaca do jezyka [GF?+F]. Niech U bedzie zbiorem unarnych symboli relacji
wystepujacych w ¢, B oraz T = {T1,...,T,} beda zbiorami symboli relacji binarnych z ¢ takimi,
ze wszystkie relacje przechodnio domykane w ¢ nalezg do T', natomiast pozostate naleza do B.
Przez ¥ = U U BUT bedziemy oznaczaé sygnature ¢.

Zdefiniujemy na poczatek pewne wlasnogci potaczen miedzy elementami.

Definicje 4.5.

e Niech t bedzie wlasciwym 2-typem. Powiemy, ze t jest k-pozytywny, gdy istnieje doktadnie
k réznych relacji R nalezacych do zbioru T takich, ze dla pary x,y o 2-typie ¢ w dowolnym
modelu zachodzi zRy V yRx.

e Powiemy, ze model jest I-pozytywny, gdy kazdy 2-typ wystepujacy w tym modelu jest
1-pozytywny lub 0-pozytywny.

o Obcieciem 2-typu t do relacji R € T nazywamy 2-typ, ktéry jest zgodny z ¢ na relacjach
S e {R}UUUB i w ktorym dla zadnej relacji S € T\ {R} nie zachodzi (3,5) € ¢ ani
4,85) et.

o Rozszerzonym 1-typem elementu v bedziemy nazywaé zbiér sktadajacy sie z 1-typu tego
elementu oraz par (R,t), takich, ze R € T UT~! oraz dla pewnego w # v o 1-typie t
zachodzi vRTw.

Oczywiscie kazdy obciety 2-typ jest co najwyzej 1-pozytywny. Tworzony przez nas model
bedzie sie¢ sktadat z samych obcietych 2-typ6éw, wiec bedzie 1-pozytywny.

Aby panowaé nad sytuacja, w ktorej miedzy pewnymi punktami mamy polgczenia w obie
strony, wprowadzmy pojecie kliki i podstawowe operacje na niej.

Definicje 4.6.

e RT-klika w modelu 9 nazywamy podzbiér M elementéw modelu 9 taki, ze dla kazdych
v,w € M zachodzi M = vR M w.

e Przez RT-klika(v) oznaczamy najwickszag RT-klike zawierajaca v.

o Scieskq R*-klik nazywamy ciag (Ch, v, v{%), (Ca, v, v§8), . .., (Ck, vi", v2u) taki, ze dla
out

kazdego 1 < i < k C; jest maksymalna RT-klika, do ktérej naleza wierzcholki vi™ i v¢*t,

oraz dla i < k wierzchotek v"* jest polaczony relacja R z vﬁl.
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e Powiemy, ze wierzchotek v jest odlegly od w o m klik, jesli najkrotsza sciezka klik z pewnej
kliki zawierajacej v do pewnej kliki zawierajacej w ma dtugosé¢ m.

o Skrotem sciezki RT-klik (Cl', Vi, vi’“‘?), ooy (O 0T 02U (O, U;", vg“t>, ey {Cgy vt Uty
. na ktorej wierzchotki vy" oraz vy" maja takie same 1-typy, nazywamy Sciezke
j ¢ j ¢ j t
(Cr, v, 09", . (O, v, vd™)  (Cg, v, v, - .

e Kompresjq Sciezki RY-klik s nazywamy dowolng minimalng Sciezke powstajaca przez ite-
rowanie operacji skracania $ciezki s.

Zauwazmy, ze dla dowolnej relacji R € T pojedynczy wierzchotek tworzy RT-klike.

Zdefiniujemy teraz pewna operacje na grafie, ktéra pozwoli nam zdefiniowaé drzewiasty cha-
rakter modelu. Intuicyjnie, sptaszczenie modelu polega na zastapieniu kazdej kliki pojedynczym
wierzchotkiem oraz potaczeniu wierzchotkéw odpowiadajacych tym klikom, ktére miaty wspolny
wierzchotek, byty potaczone pewng relacjg z T lub byly polaczone pewna relacja z B, a nie bytly
potaczone przechodnim domknieciem zadnej relacji z 1. Formalna definicja jest dosé techniczna.

Definicja 4.7. Powiemy, ze nieskierowany graf G = (V, E) jest sptaszczeniem modelu I z
korzeniem K, jesli

o V ={Rt-klika(w)|R € T ANw € M}, czyli kazdy wierzcholek odpowiada jednej klice z 9

e £ = X, YI({K,K}) \ {K,K}, gdzie Y(E) jest zbiorem zawierajacym E oraz takie
krawedzie {T;"-klika(w), Tf—k]ika(w’)}, ze T -klika(w) nalezy do pewnej krawedzi z F,
Tf—klika(w’) nie nalezy do zadnej krawedzi z E oraz zachodzi jedna z trzech okolicznodci:

—w=w
— dla pewnej S € TUT~! w M zachodzi wSw'’

— dla pewnej relacji S € BUB~! w 9 zachodzi wBw' oraz dla zadnej relacji S € TUT 1
nie zachodzi wT™w’

Intuicyjnie, operator Y do utworzonej juz sp6jnej sktadowej grafu dodaje sasiadujace z
nig kliki, ktore nie sa jeszcze w tej sktadowej. Operacja zaczyna sie od wierzchotka K.
Ze wzgledu na to, ze model moze by¢ nieskoriczony, zbior krawedzi G wyrazamy jako
nieskonczong sume krawedzi dodawanych w kolejnych krokach.

Wprowadzimy teraz pewna wtasnosé modelu, ktéra pozwoli na tatwe panowanie nad struktura
modelu przez algorytm rozstrzygajacy problem spetnialnodci.

Definicja 4.8. Powiemy, ze model 9 formuly ¢ jest r-rozgateziony, jezeli

(1) 9 jest 1-pozytywny.
(2) Rozmiar kazdej R*-kliki w 90t dla R € T jest ograniczony przez r.

(3) Splaszczenie M o dowolnym korzeniu jest drzewem (byé moze nieskoriczonym).

Twierdzenie 4.9. Jesli ¢ ma model, to ma model r-rozgateziony dla r = |p| - 22145 4y ktorym
kazdy element ma wszystkich potrzebnych swiadkéw odleglych o co najwyzej 2= klik.
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Dowéd. Niech 9 bedzie modelem . Na podstawie 9t utworzymy |p| - 2215 rozgateziony
model 9. Roéwnoczesnie bedziemy tworzy¢ funkcje from, ktora kazdemu wierzchotkowi OV
bedzie przyporzadkowywata element 9, z ktorego ten wierzchotek powstat.

Na poczatku z modelu 9 wybieramy punkt r, ktory spetnia p, i dodajemy jego kopie v do
zbioru wierzchotkow O, ustalajac from(v) = r. Nastepnie dla tego wierzchotka wykonujemy
nastepujace operacje:

(1)

(3)

Kopiujemy z 9 kliki, w ktorych wystepuje from(v). W tym celu znajdujemy w 9t punkt
t = from(v), a nastepnie dla kazdej relacji R € T sprawdzamy, czy v znajduje sie juz
wewnatrz RT-kliki o rozmiarze co najmniej 2. Jedli nie, to wybieramy z modelu 90 maksy-
malny zbior wierzchotkow H zawierajacy t oraz bedacy R*-klika i przycinamy 2-typy w nim
wystepujace do relacji R. Otrzymany podmodel tworzy dwuspdjna wzgledem R sktadows.
Jedli ta sktadowa ma wigcej niz 1 element, to korzystajac z metody przedstawionej w roz-
dziale 4.1 dla formuty 3z. T A AJ_; Vay.0';(z, y) przeksztalcamy te sktadowa do grafu H' o
wyktadniczym rozmiarze, gdzie formuty ¢§'; powstaja przez zamiane wszystkich straznikow
xRTy na T (bo model i tak ma by¢ R-dwuspojny) oraz usuniecie wszystkich koniunktow
zawierajacych xSty dla S € T \ {R} (gdyz usuneliémy z tej sktadowej wszystkie inne
relacje z T'). Nastepnie z H' wybieramy wierzchotek w o 1-typie takim, jak v, i dotgczamy
H' do modelu 9 poprzez utozsamienie v z w. Na koniec dla kazdego wierzchotka 7’ # w
z H' znajdujemy w H wierzchotek r o tym samym 1-typie i ustalamy from(r’) =r.

Zapewniamy potrzebnych $wiadkéw dla v. W tym celu dla kazdej formuly ¢; = v; A 65,
gdzie v; jest straznikiem, punkt v spelnia «; oraz ktora jeszcze nie jest spelniona w 9V,
wybieramy z modelu 9% punkt w, ktory jest swiadkiem dla from(v). Zauwazmy, ze w nie
lezy w jednej klice z from(v). Nastepnie:

(a) Jedli ; = xRy lub ~; = yRx dla pewnego R € BUT, to dotaczamy kopie w’ punktu
w do modelu 9 i ustalamy potaczenia miedzy v 1 w’ takie, jakie bylty w 91, ale po
obcieciu do R. Ponadto ustalamy from(w) = w'.

(b) Jesli 4, = xRy lub +; = yR™z dla pewnego R € T, to wybierzemy z 9 cala Sciezke
$wiadczaca o spetnieniu tej formulty wraz z pojawiajacymi sie na niej RT-klikami.
Skupmy sie najpierw na sytuacji, gdy v; = zRTy.

7 modelu M wybieramy najkrotsza éciezke RT-klik z R*-klika(t) do R*-klika(w),
przycinamy wszystkie 2-typy wystepujace na niej do R, a nastepnie kompresujemy
te ciezke otrzymujac Sciezke (RT-klika(t), t, tu), (Cq, vi™, v§t), . .. (Ck, vi", v7u), w
ktorej Cy = RT-klika(w) oraz v* = w.

Kazda z klik C; kompresujemy do kliki C/ tak, jak w punkcie 1, otrzymujac kliki,

w ktorych punkty o' i v/¢" maja odpowiednio takie 1-typy, jak v i v?%. W R*t-

klika(v) znajdujemy wierzchotek v°% o tym samym 1-typie, co t°“. Do modelu IV

dodajemy sciezke (C'1, v, v/, .., (C', v/, ') oraz ustalamy potaczenia mie-

dzy v oraz v']" takie, jakie byly miedzy t°“! a v'{". Przykladowe przeksztalcenie

$ciezek mozna zobaczyé na rysunku 2.

Pozostaje ustali¢ wartosci dla funkcji from. Dla kazdego i ustalamy from(v’::") = yin

oraz from(v'{"™) = v?™ a ponadto dla kazdego wierzchotka € C!, dla ktorego

funkcja from nie zostala jeszcze ustalona, znajdujemy w C; wierzchotek r o tym
samym 1-typie i ustalamy from(r’) =r.

W przypadku, gdy formula jest postaci vy; = yR™ z, wystarczy powtorzy¢ rozumowanie

dla R7%.

Laczymy punkty w modelu 9 relacjami z B tak, jak byly polaczone ich odpowiedniki w
M. W tym celu bierzemy z modelu dwa punkty v, w oraz:
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W modelu M Po kompresji sciezki Dodawane do M'

oprocz dodanej wczesniej R*-klika(v)

W=V30ut V.Sout
C,=R*-klika(w) C, °
1 out
—_—
02 C 2
C1 C'1 b V|1m=V|1OUt
out
R*-klika(t) R*-klika(v) v

Rysunek 2: Przyktadowe przeksztalcenie §ciezki RT-klik — dla czytelnosci pominieto pozostale
elementy klik oraz potaczenia relacjami innymi niz R.

(a)
(b)

()

Jesli te punkty sa polaczone pewna relacja RT dla R € T i zachodzi vRTwAwR v, to
znaczy, ze te elementy sa jednej klice, zatem potaczenia miedzy nimi sa juz ustalone.

Jedli te dwa punkty sa polaczone pewna relacja RT dla R € T, polaczenie nie jest
symetryczne (dla ustalenia uwagi zal6zmy, ze zachodzi vRTw A —wR'v) i polaczenia
miedzy tymi punktami nie sy jeszcze ustalone, to znajdujemy w 9t punkt w’ taki, ze
w I jest Sciezka relacja R z from(v) do w' oraz w' ma taki sam 1-typ, co w. Taki
punkt istnieje, gdyz 1-typ w nalezy do zbioru widocznych 1-typéw wzgledem relacji
R zapisanego w rozszerzonym 1-typie from(v) (patrz obserwacja 4.10). Dodajemy
polaczenia ze zbioru B miedzy v i w zgodnie z tym, jakie relacje s miedzy from(v)
iw'.

Jedli te dwa punkty nie sa potaczone zadnym przechodnim domknieciem relacji z T,
to albo sa potaczone jakas relacja z B i wszystkie polaczenia miedzy nimi zostaty juz
ustalone, albo w ogo6le nie sg potaczone — wtedy pozostawiamy te punkty niepotaczone.

(4) Powtarzamy kroki 1-4 dla nowododanych elementow.

W ten sposob tworzy sie przeliczalny model formulty ¢. Przykladowy fragment dziatania
powyzszego algorytmu mozna zobaczy¢ na rysunku 3. Aby sie przekonaé o poprawnosci zbudo-
wanego modelu zauwazmy najpierw, ze formuta p jest spelniona, bo jawnie dodaliémy do modelu
punkt, ktory ja spetnia. Latwo réowniez zauwazy¢, ze w trakcie konstrukceji kazdemu punktowi za-
pewniamy wprost wszystkich potrzebnych swiadkow, wiec wszystkie formuty dotyczace §wiadkdw
sa spelnione. Zauwazmy réwniez, ze:

Obserwacja 4.10. Rozszerzony 1-typ kazdego punktu v tworzonego modelu jest podzbiorem (byé
moze niewlasciwym) rozszerzonego 1-typu from(v). W szczegdlnosci 1-typ v jest identyczny z
1-typem punktu from(v).
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Rysunek 3: Pojedyncza tura tworzenia modelu rozgatezionego. Kolejne etapy to: dodanie klik
zawierajacych v (podpunkt 1), dodanie $wiadkow bezposrednich (podpunkt 2a), dodanie $ciezek
klik (podpunkt 2b) oraz dodanie brakujacych potaczen (podpunkt 3b).

Oczywiscie wartosci funkceji from w kazdym kroku dziatania algorytmu byty ustalane tak, by
1-typ kazdego wierzchotka v byt identyczny z 1-typem from(v). Mniej oczywista czescia jest to,
ze dla kazdego wierzchotka w o 1-typie t,, i kazdej relacji R € T U T~ takich, ze 9 = vRw,
para (R, t,,) nalezy do rozszerzonego 1-typu from(v). Aby sie o tym przekonaé, nalezy przyjrzeé
sie krokom 1 i 2 budowania modelu i zauwazy¢, ze ilekro¢ dodajemy jaki$ wierzchotek osiagalny
z v relacja R, to bierzemy pod uwage albo rozszerzony 1-typ from(v), albo rozszerzony typ
jakiego$ wierzcholka, ktory jest osiagalny z from(v) relacja R. To znaczy, ze 1-typ dodanego
wierzchotka jest zapisany w rozszerzonym 1-typie from(v).

Obserwacja 4.11. Przypusémy, ze para elementéw v, w modelu IM o 2-typie t spetnia dla
pewnego i formute ;(x,y) = y(z,y) = e(x,y) oraz straznika vy(x,y). Jesli 2-typ t' pary v',w’
jest podzbiorem t oraz t|puy = t'|puy, to M E e(w',v'), a zatem réwniez M = 6;(v,w').

Prawdziwoé¢ tej obserwacji wynika z faktu, ze symbole relacyjne z T nie moga pojawiaé
si¢ poza straznikami. Pozostaje tylko sie przekonac, ze formuly §;(z,y) sa tez spelnione dla
dowolnych x,y.

Wezmy dowolna pare punktéow v, w z modelu 9 i formute ¢; :

o Jedli wiwleza w tej samej klice, to spetniaja wszystkie §; na mocy poprawnosci konstrukeji
z rozdziatu 4.1.

e Jedli nie zachodzi poprzedni punkt oraz d;(x,y) jest postaci xRy = €(x,y) lub yRx =
€(x,y) dla R € T'U B oraz pewnego €, a ponadto 9 = vRw (przypadek, gdy M = wRv,
jest symetryczny), to albo potaczenie z v do w relacja R zostalo ustalone w punkcie 2,
albo w punkcie 3. W obu przypadkach 2-typ tej pary jest podzbiorem pewnego 2-typu
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Rysunek 4: Przyktad drzewa (oznaczonego czarnym kolorem) powstajacego na bazie modelu
(oznaczonego kolorem szarym). Dla czytelnosci pominieto niektore kliki jednoelementowe.

wystepujacego w modelu 9, nie zawierajacym byé moze pewnych relacji z T, wiec na
mocy obserwacji 4.11 ta para spetnia J;.

e Jedli nie zachodzi zaden z wezesniejszych punktow oraz 6;(z, y) jest postaci tRTy = e(x,y)
lub yRtx = €(x,y) dla R € T i pewnego €, oraz zachodzi M = vRTw lub M = wR v, to
zachodzi jedna z ponizszych sytuacji:

— v 1 w s3 polaczone bezposrednio. Oznacza to, ze zostaly potaczone albo w punkcie
2a, albo w punkcie 2b i sa w jednej Sciezce klik. Wtedy potaczenie miedzy nimi jest
skopiowane z 9, by¢ moze bez pewnych potaczen z T', wiec na mocy obserwacji 4.11
spetnia §;.

— v 1 w nie sa potaczone bezposrednio i polaczenie miedzy nimi powstato w punkcie
2a. Oznacza to, ze miedzy tymi punktami ustaliliSmy potaczenie w punkcie 3b na
podstawie pewnej pary punktéw polaczonych relacja RT, usuwajac byé¢ moze niektore
potaczenia relacjami z T. Na mocy obserwacji 4.11 spetnia d;.

— v 1w nie s3 potaczone bezposrednio i potaczenie miedzy nimi powstato w punkcie 2b.
To znaczy, ze albo te punkty sa na jednej sciezce klik, albo tylko jeden z punktow
zostal dotaczony i potaczenie miedzy v i w zostato ustalone w 3b. W obu przypadkach
polaczenie jest skopiowane z 9 na podstawie pewnej pary punktéw potaczonych re-
lacja RT, usuwajac by¢ moze niektére polaczenia relacjami z 7. Na mocy obserwacji
4.11 spetnia §;.

Pozostaje zauwazy¢, ze otrzymany model jest rzeczywiscie || - 22¥15 rozgateziony. Za-
uwazmy, ze ten model jest 1-pozytywny, gdyz kazdy 2-typ w modelu jest obcieciem pewnego
2-typu z M. Ponadto kazda RT-klika dla R € T zostala utworzona metoda z rozdzialu 4.1, wiec
ma co najwyzej |¢| - 22¥1*5 (gdyz liczbe koniunktow mozna szacowac z gory przez dtugosé for-
muly). Aby sie przekonaé, ze splaszczenie MM’ jest drzewem, zauwaziny, ze dla wszystkich parami
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roznych a, b, c oraz roznych R, S € T takich, ze ¢ € R-klika(a) oraz b € S-klika(a) 2-typ pary
b, c jest 0-pozytywny, gdyz w trakcie konstrukcji w zadnym etapie nie tgczymy takich punktow.
Ponadto relacje z T oraz relacje z B miedzy elementami niepotaczonymi zadnym przechodnim
domknieciem sa w kazdym kroku tworzenia algorytmu dodawane tylko miedzy takimi klikami, z
ktérych przynajmniej jedna zostala wtasnie dodana, a w dodatku dodawane jest najwyzej jedno
potacznie relacja z T' miedzy réznymi klikami. Przyktad mozna zobaczy¢ na rysunku 4

O

Whiosek 4.12. Kazda spetnialna formuta jezyka [GF?++] ma przeliczalny model.

5 Ujecie algorytmiczne

5.1 Opis algorytmu

Na mocy twierdzenia z rozdziatu 4.2 kazda spetnialna formuta rachunku [GF2+*] ma model
rozgaleziony. Algorytm rozstrzygajacy moze zatem dzialaé¢ nastepujaco: zgadnij element po-
czatkowy, wszystkie kliki, w ktoérych on sie znajduje, oraz $ciezki klik do elementéw bedacych
swiadkami dla elementu poczatkowego. Nastepnie powtarzaj te czynnosci dla nowododanych
elementéw tak dlugo, az rozszerzone 1-typy wszystkich dodawanych elementéw beda sie po-
wtarzaly. Takie podejscie daje jednak algorytm w 2NEXPTIME, dlatego skupimy sie na nieco
bardziej skomplikowanej wersji tego algorytmu, ktéra poprawia jego ztozonosé do 2EXPTIME.

Aby tatwo kontrolowa¢ powstajace elementy modelu, bedziemy sie postugiwaé trzema poje-
clami:

e 1l-typem, zdefiniowanym tak, jak we wczeéniejszych rozdziatach

e pelnym 1-typem, ktéry oprécz informacji z 1-typu zawiera informacje o 1-typach bezpo-
grednich nastepnikéw relacjami, ktére nie sa przechodnio domykane, oraz dla kazdej relacji
przechodnio domykanej R informacje o 1-typach punktéw osiagalnych éciezka relacja R, a
takze informacje o 1-typach punktéw osiggalnych $ciezka relacja R~!, przy czym pomijamy
punkty, ktore sa w jednej klice z rozwazanym punktem

e typem kliki, sktadajacym sie z rozmiaru kliki, pelnych 1-typéw wszystkich punktéw kliki,
informacji o polaczeniach miedzy tymi elementami oraz funkcji obietnica, ktéra dla da-
nego 1-typu ¢ oraz liczby b € {—1,1}, oznaczajacej, czy myslimy o nastepnikach, czy o
poprzednikach, zwraca diugosé sciezki (R®)T-klik z biezacej kliki do pewnej kliki zawiera-
jacej element typu t

Typ kliki opisuje doktadnie wszystkie lokalne wtasnodci kliki, wiec dla uproszczenia w tym pod-
rozdziale bedziemy go utozsamiaé¢ z klika opisywana przez ten typ.

Algorytm zaczyna od zgadniecia typu kliki poczatkowej K. Nastepnie sprawdza, czy lokalnie
wszystko sie w niej zgadza, to znaczy czy polaczenia miedzy punktami w klice nie prowadza
do niespetnienia formuty, czy wszystkich nastepnikéw zapisanych w pelnych 1-typach punktéw
mozna odpowiednio potaczy¢ z punktami biezacej kliki, czy w klice istnieje punkt, ktéry ma w
nastepnikach typ zapewniany przez funkcje obietnica oraz czy elementy kliki majg zgodne 1-typy.

W kolejnym etapie algorytm zapewnia wszystkim elementom kliki bezposrednich $wiadkéw,
by¢ moze zgadujac nowe typy klik i polaczenia z niektérych punktéw zgadnietych klik do K.
Algorytm sprawdza, czy nowe kliki sa poprawne. Nastepnie dla kazdej RT-kliki K’ i polaczonej
relacja R z wczesniejsza klika sprawdza, czy 1-typy wszystkich elementow z K’ sa zapisane w
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petnych 1-typach elementéw z K tak, aby mie¢ pewnosé, ze da sie te elementy potaczyé relacjami
binarnymi w taki sposob, aby zapewni¢ spelnienie badanej formuty. Ponadto algorytm dba o
to, by zbiory 1-typow osiggalnych relacja R z K’ byly podzbiorami zbiorow osiggalnych R z
punktéow K i odwrotnie. Nastepnie algorytm sprawdza, czy informacja zapisana w typie K (w
tym funkcja obietnica) oraz zgadniete kliki gwarantuja zapewnienie wszystkich swiadkow dla
punktéw z kliki.

Nastepnie algorytm zgaduje typy klik, ktore sg na $ciezce do klik zawierajacych punkty
o l-typie zapisanym w funkcji obietnica z K. Dla tatwiejszego panowania nad zaleznosciami
algorytm bedzie zgadywal tylko pierwszy element tej $ciezki i sprawdzal, czy zgadniecta klika
ma odpowiednio mniejsza wartos¢ funkcji obietnica lub realizuje dany 1-typ. Oczywiscie dla
tych klik algorytm rowniez sprawdza, czy sa poprawne oraz czy ich pelne 1-typy sa zgodne z
informacjami z K.

Jedli wszystko sie zgadza, to rekurencyjnie wywotujemy algorytm dla wszystkich dodanych
klik. Gdy wykonamy dostatecznie duzo operacji (podwoéjnie wyktadniczo), to mamy gwarancje,
ze jakis typ kliki sie powtérzyt i algorytm koriczy dziatanie.

5.2 Algorytm

Podobnie jak we wczedniejszym rozdziale, wezmy z jezyka [GF?+*] dowolng formute w postaci
normalnej: ¢ = Jz.p(x) A NJ_; Vay.0i(z,y) A /\le Va.ai(z) = Jyabi(x,y). Niech U bedzie
zbiorem symboli relacji unarnych wystepujacych w ¢, B oraz T = {T1,...} beda zbiorami
symboli relacji binarnych z ¢ takimi, ze wszystkie relacje przechodnio domykane w ¢ naleza do
T, natomiast pozostale do B. Niech ¥ = U U BUT. Dla latwiejszego szacowania zatozymy, ze
12| > 3.

Zauwazmy, ze mozliwych 1-typow w modelu jest m = 2. Uzupelimy teraz definicje
rozszerzonego 1-typu tak, aby zawieral on wszystkie informacje potrzebne algorytmowi podczas
dziatania:

Definicja 5.1. Petnym I-typem elementu v modelu MM bedziemy nazywac zbior sktadajacy sie
z 1-typu tego elementu oraz nastepujacych krotek:

e (RTt) takich, ze R € TUT~! oraz dla pewnego w # v o 1-typie t zachodzi M = vR T w
oraz nie zachodzi M E wRTv

e (R,t) takich, ze R € BUT U (BUT)™! oraz dla pewnego w o 1-typie ¢ takiego, ze w nie
jest z v w zadnej klice, zachodzi MM = vRw

Zauwazmy, ze aby zapamieta¢ peten 1-typ elementu, wystarczy 2|T|-m+2(|T'|+|B|)-m bitow,
co mozna, oszacowaé z gory przez 4 - |¢| - 219!, czyli wystarcza wykltadnicza pamie¢. Algorytm
bedzie pracowal na klikach, dlatego zdefiniujemy tez typ kliki:

Definicja 5.2. Typem RT-kliki rozmiaru n w modelu 91 nazywamy zbior skladajacy sie z
nastepujacych elementéw:

e rozmaiar - rozmiaru kliki

e relacja - nazwy relacji R

e specjalny € {0,...,n} — wyroznionego wierzchotka, przy czym jesli specjalny = 0, to
zaden wierzchotek nie jest wyrézniony
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o funkcji ltypy : {1,...,n} — {t |t jest pelnym 1-typem}, zawierajacej informacje o petnych
1-typach wszystkich elementéw kliki

o funkcji 2typy : {1,...,n}% — {t | t jest 2-typem}, zawierajacej informacje na temat 2-
typow wszystkich par elementéw w tej klice

e funkcji obietnica : {—1,1} x {t | t jest 1-typem} — {0,...,m + 1} takiej, ze jesli dla
pewnych b,t zachodzi obietnica(b,t) > 0 to istnieje punkt w nie nalezacy do R*-klika(v) o
1-typie t taki, ze z R*-klika(v) istnieje w 9 $ciezka (R®)*-klik do RT-klika(w) o dtugosci
co najwyzej obietnica(b,t)

W algorytmie wszystkie funkcje bedziemy przechowywadé jako zbiory par, zawierajace dodatkowo
nazwy funkcji. Ponadto, jesli K jest typem kliki, to przez K.rozmiar bedziemy oznaczaé jej roz-
miar, K.relacja nazwe relacji, K.specjalny wyrézniony wierzchotek, natomiast przez K.1typy,
K 2typy oraz K.obietnica bedziemy oznaczaé¢ odpowiednie funkcje z typu K.

Aby zapamietaé typ kliki rozmiaru co najwyzej n wystarczy logn + log || +log(n+ 1) +n -
4| - 21¢1 +n2 . 2|%] 4 ([log(m +2)]) - 2m bitéw pamieci. Dla n < || - 22775 (a typy tylko tak
duzych klik bedziemy budowaé) daje to wyktadnicza ilos¢ potrzebnej pamieci. Wynika z tego, ze
réznych typow klik tego rozmiaru moze byé najwyzej podwdéjnie wyktadniczo, a doktadna liczbe
mozna oszacowal z gory przez 2%,

Nie kazdy opis kliki jest sensowny. Powiemy, ze typ kliki jest lokalnie poprawny, jesli jest
akceptowany przez ponizsza funkcje:

Funkcja sprawdz — lokalna — poprawnosc(K)

1. Dla kazdych b,t takich, ze obietnica(b,t) > 0, jesli w klice peten 1-typ zadnego elementu
nie zawiera pary ((K.relacja®)*,t), to przejdz do stanu odrzucajacego false.

2. Dla kazdych R € TUT ™! oraz 1-typu t jesli para (R,t) nalezy do petnego 1-typu pewnego
elementu, a para (RT,t) nie nalezy, to przejdz do stanu false.

3. Dla kazdych b € {—1,1}, 1-typu t oraz pary elementéw v, w, jesli para ((K.relacjab)+,t>
nalezy do pelnego 1-typu doktadnie jednego z elementéow w, v, to przejdz do stanu false.

4. Dla kazdego i, jezeli ktoras para elementéw w klice nie spelia formuty §;, to przejdz do
stanu false.

5. Dla kazdego wierzchotka v o pelnym 1-typie t, i kazdej pary (ST,t,) nalezacej do jego
petnego 1-typu zgadnij punkt w o 1-typie ¢,, oraz potaczenia miedzy v i w relacjami z B tak,
aby dla kazdego i zachodzito 6;(v, w) oraz, jesli formule §; mozna zapisa¢ w postaci Sty =
v(z,y), zachodzito vy(v,w). Jedli nie udato sie zgadnaé, przejdz do stanu odrzucajacego
false.

6. Dla kazdego wierzcholtka v o pelnym 1-typie ¢, i kazdej pary (S,t,) nalezacej do jego
pelnego 1-typu zgadnij punkt w o typie t,, ustal vS%w oraz zgadnij potaczenia miedzy v a
w relacjami z B (z wyjatkiem juz ustalonego, jesli S € B) tak, by dla kazdego i zachodzito
di(v,w). Jesli nie udato sie zgadnaé, przejdz do stanu false.

Sprawdzenie powyzszych wtasno$ci mozna wykonaé w niedetermistycznym wielomianowym cza-
sie wzgledem rozmiaru kliki.

Instancja kliki typu K bedziemy nazywaé taka klike, w ktora jest lokalnie zgodna z typem
K, to znaczy rozmiar, wszystkie o 1-typy i 2-typy w klice zgadzaja sie z tym, co jest zapisane w
typie kliki. Zauwazmy, ze kazda lokalnie poprawna klika ma jakas instancje.
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Teraz zdefiniujemy funkcje, ktora zgaduje lokalnie poprawne typy klik.
Funkcja zgadnij — typ — kliki(R)

1. Zgadnij liczbe K.rozmiar € {1,...,|p| - 2215},

2. Ustal K.relacja = R.

3. Zgadnij k.specjalny € {0, ..., K.rozmiar}.

4. Dla i € {1,..., K.rozmiar} zgadnij peten 1-typ K.1typy(i).
5. Dlaid,j € {1,..., K.rozmiar} zgadnij 2-typ K.2typy(i, j).

6. Dla kazdych b € {—1,1} oraz 1-typu t zgadnij wartos¢ K.obietnica(b,t) z zakresu 0, ...,
21=l 4 1.

7. Wywotaj sprawdz — lokalna — poprawnosc(K).
8. Zwréé K.

Powyzsza funkcja dziala w czasie niedeterministycznym wyktadniczym wzgledem rozmiaru
sygnatury ze wzgledu na to, ze pelne 1-typy maja wyktadniczy rozmiar.

Algorytm bedzie dziatat rekurencyjnie. Na poczatku jednak bedzie zawierat procedure przy-
gotowujaca:

Algorytm A.

1. Wezytaj formute ¢ = Jz.p(x) A /\g:1 Vay.0;(x,y) A /\f:1 Ve.ai(z) = Jy.ai(z,y) jezyka
[GF?++] w postaci normalnej. Ustal jej sygnature 3, zbiér T = {11, ...} relacji przechod-
nio domykanych w ¢ oraz zbiér B pozostatych relacji binarnych wystepujacych w .

2. Niech K = zgadnij — typ — kliki(Ty). Jesli K.specjalny # 0, to przejdz do false

3. Zgadniji € {1,..., K.rozmiar}. Jesli wierzchotek v o pelnym 1-typie takim, jak K.1typy(i)
nie spetnia p(v), przejdz do false.

4. Wywolaj sprawdz — klike(K,1).

Funkcja sprawdz — klike zajmuje sie realizowaniem zobowiazan zapewnianych przez funkcje
obietnica oraz wywotaniem funkcji sprawdz — punkt dla wszystkich punktéw opisywanych w
typie kliki, z wyjatkiem punktu wyrdznionego.

Funkcja sprawdz — klike(K, licznik)

1. Jesli licznik > 22" o przejdz do stanu akceptujacego true.

2. Dla kazdych S € T,b € {—1,1} oraz 1-typu t, dla ktorych n = K.obietnica(b,t) > 0
wykonaj:
(a) Zgadnij punkt v z typu K taki, ze ((S®)T,t) nalezy do pelnego 1-typu v, a ponadto
K' = zgadnij — typ — kliki(S) oraz w € {1,..., K'.n}.
(b) Sprawd#, czy kazdy 1-typ t’' nalezacy do K’ jest dopuszczalny dla v, tzn. czy (ST, #')

nalezy do pelnego 1-typu v. Analogicznie sprawdz, czy dla kazdego 1-typu t' naleza-
cego do K w kazdym pelnym 1-typie z K’ znajduje si¢ para ((S~°)*,#').
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(c) Sprawdz, czy peten typ kazdego z punktow w K’ po przycieciu do (S®)T jest pod-
zbiorem typu v. Jedli nie, przejdz do false. Analogicznie sprawdz, czy t przyciety do
(S7%)* jest podzbiorem kazdego z petnych 1-typow z K'. Jesli ktoras z tych rzeczy
nie zachodzi, przejdz do false.

(d) Zgadnij polaczenia relacjami z B miedzy v a w tak, aby wszystkie formuly ¢; byty
spetnione dla tej pary.

(e) Jedli w K’ nie ma wierzchotka typu t oraz n = 1 lub K'.obietnica(b, t) nie jest mniejsza
niz K.obietnica(b,t) to przejdz do false.

(f) Wywolaj uniwersalnie (tzn. w osobnym watku) sprawdz — klike(K', licznik + 1).

3. Dla kazdego v € {1,...,K.rozmiar} \ {K.specjalny} wywotaj uniwersalnie sprawdz —
punkt(v, K', licznik).

Funkcja sprawdz — punkt(v, K, licznik) bedzie budowala otoczenie elementu v z uwzgled-
nieniem juz ustalonej kliki typu K tak, aby to otoczenie gwarantowato spelnienie wszystkich
potrzebnych podformut ¢ przez punkt v.

Funkcja sprawdz — punkt(v, K = {R, ...}, licznik)

1. Utwoérz pusty zbiér nowe.

2. Dla kazdej S € T\ {R} oblicz TY P(S) = zgadnij — typ — kliki(S) oraz dodaj TY P(S) do
zbioru nowe. Jesli TY P(S).1typy(TY P(S).specjalny) # K.1typy(v) to przejdZ do stanu
false. Ustal réowniez TY P(R) = K.

3. Dla kazdego i sprawdz, czy formuta «;(v) = Jy.4bi(v,y) jest juz speliona. Jesli nie jest,
to zachodzi jeden z przypadkéw:

e ;(x,y) mozna zapisa¢ w postaci x = y A y(x,y), przejdz do stanu false

e ;(x,y) mozna zapisa¢ w postaci xSy A y(z,y) dla S € BUT U (BUT)™!, wtedy
zgadnij z pelego 1-typu v pare (S,t), K' = zgadnij — typ — kliki(T}) zawierajaca
punkt w o 1-typie t oraz polaczenia relacjami z B miedzy v a w. Jedli nie zachodzi
vSw A y(v,w) to przejdz do stanu false. Do zbioru nowe dodaj K.

e 7;(x,y) mozna zapisa¢ w postaci zStTyAvy(z,y) dla S € TUT !, wtedy zgadnij 1-typ
tw punktu w takiego, ze y(v,w), i sprawdz, czy TY P(S).obietnica(b,t) > 0. Jesli nie,
przejdz do false.

4. Dla kazdego typu K’ € nowe wywotaj uniwersalnie sprawdz — klike(K', licznik + 1).

5.3 Analiza algorytmu

Wtasnos¢ stopu przedstawionego algorytmu jest oczywista ze wzgledu na zmienng licznik
pilnujaca, aby algorytm po ustalonej liczbie tur sie zatrzymal. Zauwazmy réwniez, ze algorytm
mozna tak zaimplementowaé, by zuzywal jedynie wyktadnicza ilo§¢ pamieci. Opis pojedynczego
typu kliki zajmuje jedynie wyktadniczo wiele miejsca, tatwo wiec zauwazy¢, ze procedura przygo-
towawcza oraz funkcja sprawdz — klike wymagaja tylko wyktadniczej ilosci pamieci. W funkcji
sprawdz — punkt moze sie natomiast pojawia¢ wiecej typow klik: |T'| klik zawierajacych v, nie
wiecej niz k typow klik wynikajacych z koniecznosci spelnienia formul postaci xSy A v(z,y)
oraz najwyzej 2|X|m typow klik powstajacych przy realizowaniu obietnic zawartych w funkcji
obietnica. Na przechowanie wyktadniczej liczby informacji wyktadniczej dtugosdci wystarcza wy-
ktadnicza pamiec, zatem algorytm A jest z klasy AEXPSPACE. Pozostaje udowodnié, ze algorytm
rzeczywiscie rozwiazuje badany problem spelnialnogci.
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Twierdzenie 5.3. Algorytm A akceptuje formute ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest spetnialna.

Dowéd ,<". Jedli ¢ jest spetialna, to z twierdzenia 4.9 wiemy, ze ma || - 22%I+5-rozgateziony
model M. Niech v bedzie elementem 9, ktory spelnia p oraz 9 bedzie splaszczeniem I
o korzeniu Tj".-klika(v). Wystarczy zauwazy¢, ze jedli algorytm A bedzie zgadywal typy klik
zgodnie z tym, jak wygladaja odpowiednie kliki w 91 w kolejnosci takiej, ze zgadujac kolejne
typy klik dla pewnego typu kliki K wybiera te kliki, ktore sg synami instancji K w 9, to
wszystkie warunki sprawdzane przez algorytm beda spelnione, a zatem algorytm nie przejdzie
do stanu odrzucajacego i w pewnym momencie skoniczy dziatanie akceptujac formute. O

Dowdd ,,=”. Przypusémy, ze algorytm zaakceptowal formute . Na podstawie przebiegu obliczen
zbudujemy model M formuty ¢ sktadajacy sie doktadnie z tych klik, ktérych typy powstawaty
w czasie dziatania algorytmu. Zaczniemy od instancji kliki zgadnietej na poczatku, a nastepnie
bedziemy tworzyé rozgateziony model przez dodawanie kolejnych instancji klik, ktére tworzy
algorytm tak, ze w wierzchotki dodane w ¢-tym kroku beda miaty $wiadkéw fragment sciezki
do swiadka wérod wierzchotkéw dodanych w i + 1 kroku. Gdy kliki zaczng sie powtarzaé, to
ustalimy, ze model od tego miejsca jest okresowy.

W 1. kroku tworzenia modelu do 91 dodajemy instancje kliki, ktérej typ jest zgadywany
przez algorytm A na samym poczatku.

W ¢+ 1. kroku bedziemy zapewnia¢ swiadkéw dla elementéw, ktore zostalty dodane w i-tym
kroku. W tym celu wezmy dowolna klike K dodana w ¢ — tym kroku. Jedli typ K tej kliki
jest identyczny z jakims$ typem dodanym we wcze$niejszym kroku, to oznaczamy te klike jako
okresowa i na razie zostawiamy. Jeéli natomiast typ kliki jest widziany pierwszy raz, to dodajemy
po k instancji kazdej z klik utworzonych w 2. kroku funkcji sprawdz — klike(K, i) i taczymy
je z odpowiednim punktem zgodnie z tym, co zgadl algorytm. Nastepnie dla kazdego punktu
v tej kliki, dodajemy po jednej instancji kazdej kliki zgadniete] w 2 kroku funkcji sprawdz —
punkt(v, K,i) w ten sposob, ze sklejamy v z wierzchotkiem tej kliki o tym samym pelnym 1-
typie. Na koniec dodajemy po jednej kopii kazdej kliki zgadnietej w 3 kroku funkcji sprawdz —
punkt(v, K,1i) i taczmy v zgodnie z polaczeniami zgadnietymi przez algorytm.

Zauwazmy, ze w ten sposéb wykonamy nie wiecej niz 92°1%! krokéw, gdyz po 92" krokach
na pewno ktorys typ kliki sie powtoérzy i klika zostanie oznaczona jako okresowa.

Drzewem klik bedziemy nazywali takie drzewo, w ktérym etykieta kazdego wierzchotka za-
wiera informacje o typie pewnej kliki oraz informacje, czy ta klika jest okresowa, natomiast
potaczenia miedzy klikami sa etykietowane informacja, ktére dwa wierzchotki klik sa potaczone
(albo sklejone) i w jaki sposob.

Kliki dodawane przez nas do modelu we wczesniejszych krokach w naturalny sposéb tworza
takie drzewo klik, w ktérym v jest synem w, jesli klika opisywana przez v zostata dodana jako
swiadek dla w. W tym drzewie by¢ moze niektére licie odpowiadaja klikom okresowym. Dla
kazdego takiego liscia w istnieje w drzewie wierzchotek przodek(w), ktorego etykieta opisuje
klike tego samego typu, ale nie okresowa. W kolejnych (by¢ moze nieskoriczenie wielu) krokach
w miejsce kazdego liscia w odpowiadajacego klice okresowej wstawiamy wierzchotek przodek(w)
wraz z calym jego poddrzewem.

Na komniec pozostaje ustali¢ relacje miedzy tymi punktami v, w, ktére leza w réznych klikach
i dla pewnej relacji R € T zachodzi vRTw. Zauwazmy, ze w takiej sytuacji (RT,v) nalezy do
pelnego 1-typu w, gdyz algorytm dba o to, by w kolejnych klikach nie pojawialy sie elementy,
ktoére nie naleza do pelnych 1-typow elementéw z wezesniejszych klik. Ponadto klika zawierajaca
w jest lokalnie poprawna, co w szczegblnodci oznacza, ze mozna polaczyé v z w tak, by te punkty
spelnialy wszystkie formuly ;. Z lokalnej poprawno$ci klik wynika rowniez, ze wszystkie pary
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elementéw w klikach spetniaja formuty §;.

Otrzymany model oczywiscie spetnia formute Jz.px, gdyz jawnie w 1. kroku dodalismy punkt,
ktory ja spetnia. Model spetnia rowniez wszystkie formuty §; dla kazdej pary potaczonych (po-
srednio lub bezposrednio) wierzchotkéw. Ponadto kazdemu wierzchotkowi jawnie zapewnilismy
wszystkich potrzebnych §wiadkéw, zatem otrzymany model jest modelem formuly . O

Algorytm dziata dla formul w postaci normalnej. Jesli formuta nie jest w postaci normalnej, to
w wykladniczym czasie mozna ja przeksztalci¢ do zbioru formut w postaci normalnej, a nastepnie
niedeterministycznie zgadna¢ jeden element tego zbioru i dla niego przeprowadzié reszte obliczeri.
Te dodatkowe czynnosci wstepne nie zwiekszajg ztozonoéci pamieciowej ani czasowej algorytmu.

Dolna granica wynika z 2EXPTIME-trudnosci problemu speialnosci dla [GF? + TRANS],
zaprezentowanego w [14] — mozna bowiem zastapié¢ relacje przechodnie przez przechodnie do-
mkniecia pewnych relacji nie wystepujacych w innych miejscach formuty.

Whiosek 5.4. Problem spetnialnosci dla logiki [GF2+7T] jest 2EXPTIME-zupetny.

6 Podsumowanie

Pokazalisémy, ze przetozenie logiki PDL na pewne rozszerzenie logiki ze straznikami z réwno-
§cig jest trudne — nawet po ograniczeniu do fragmentu strzezonego dodanie operacji sktadania
relacji w mocno ograniczonym zakresie prowadzi natychmiast do nierozstrzygalnosci problemu
spelnialnosci. Pozytywnym wynikiem jest rozstrzygalnoéé GEF? ze przechodnim domknieciem.
W bardzo podobny sposéb mozna pokazaé, ze jesli bedziemy rozpatrywac¢ zwrotne i przechodnie
domkniecie, to problem spelnialnosdci pozostanie 2EXPTIME-zupelny.

Otrzymany wynik uzupelnia wiedze o wplywie przechodniogci na rozstrzygalnosé logiki ze
straznikami. Ciekawym pytaniem otwartym jest co sie stanie, jesli do GF? bez réwnosci dodamy
mozliwo$¢ stosowania zaréwno przechodniego domkniecia, jak i ztozenia, w dodatku pozwalajac
na dowolne ich kombinacje w straznikach. Ze wzgledéw praktycznych warto rowniez sie zastano-
wié, ile trzeba zabra¢ z logiki z przechodnio domykanymi straznikami, aby problem spetnialnosci
stat sie wyktadniczy. Otwartym problemem pozostaje réwniez pytanie, czy problem spetnialnoéci
GF? ze ztozeniem jest rozstrzygalny, jesli pozwolimy na skladanie ze soba jedynie dwoch relacji.
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